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����	�����	���������	�;

�

��	��������	������<	��	��6����3��	 &�������	���	��	��6����3��	���	����	�����������	����
���
��	 ���&�������	 τ &
�������	 D�0=0�0	 ���	 ���	 ���	 ����	 ���	 ��������	 ������������	 ������
��������K�����	���	��	�G��	��6����3��	����	 E0	�����	��
�������	��	��	 &����������	���	����
������������	 ���	 ��	 ��
�������	 ����������	 ��	 ��	 &
����������	 D���	 ��	 ����	 6���3�	 ��
�������������E<	����	��������	����������	��	��
�������	(	�0	**0	

"���	 �������	 ����������	 
����	 �8�����������	 ��
������	 =	 ��	 ��������	 ����6����3���
����������������	 ��	 ��	 ��������	 ��	 ���
���	 ����	 �8������	 ��	 ������	 ��	 
����������	 ��
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Définition 25 - @1������� ��� ���� ?AAHD!� @���
������ ?AABD�� 2
��� ΣK !� ��� ��$��������
��
��
������������ ����	������ ��	� ���$��	� 	$��	����	!� !� �	�
������� ��� Σ	
��
���� 2������������!� ����	������ ��	� ���$��	� ).$��	����	!� !

!��	������������Σ	
��
���������

A�,�
��@�0��Σ	
�,�
�

ϒ ΠD < E Q Π∈ τ ϒ∈
Q τ( ) ω τ∈∀ Q ω( ),( )⇔ ω τ Q ω( )

τ

ϒ ΠD < E τ ϒ∈
τ Σ Q∃ Π Q τ( ),∈( )

ω τ
Π τ

ϒ ΠD < E
P Π∈

τ∀ ϒ∈( ) Q∃ Π Q τ( ),∈( ) P τ( )⇒,

Σ
Σ

Σ Σ
Σ

ϒ ΠD < E
Σ χ Σ( ) τ ϒ∈ P∃ Π∈ P τ( ),( ),{ }=

P∀ Π∈
χ Σ P,( ) τ ϒ∈ P τ( ),{ }=

ϒ

χ Σ( )

χ Σ P,( )
!����Σ	
��
��
�����Σ	
��
�������
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Définition 26 - @���
������?AAND!�@���
������?AABD��2
��� ���� ����"����$��	��
�.�
�����	���
!����������
	���$�;
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�.�
�������
�	�����������
����������	������������	��������	�	������������������
��ω ��
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�
������ ���� ������	���
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Définition 27 - @1��������������?AAHD!�@���
������?AABD��4����=��������
�������
�.�
��� ����	�
���������	�����������
����� �
��(��	���������
������6����������������������������=�����2��τ��	�����
������
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��� ��	!�τ��	������������(��$���)���
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�.�
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4��
���
���
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���������������
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�����	����
�	������$�����������
��
�����������ΣK �
J

��	�����%#�$!�������!����'�	���������(��$��	�)���
�����	��
�.�
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"���	�����������	����

��������	���	���������	τ	��	��"	����	��	�����0	��	�
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���
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��	����	G���	�����	���	 	�����	�����������	���	��	��������	��	�������	 <	����	��"	D�0=0�0
����	���
��	����������	���&�������	τE	����	���	�F�3��	����	�����������	=	������	��	���	�������	
���
������	��	 0	����	6������6����
��	��	�����	���8�������	���	�����	�F�3��	��	��	������	��	�F�3��
���������	��	�G��	������	 0
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	������	����	��	�����	���	�����4���	����������������	��	������	D*E	��	���
���<	D1E	��
���������	 ��6����3������	 ������6���	 ��	 D5E	 ��	 ����������	 =	 ���������0	 !���	 ���	 �������
���������<	����	�����������	��	��
�������	15	�0	1*<	��	��	 &
����������	��	��	��
�������	1:	�0	1*<
��	��	 &����������	����	��������	��	��������	����	��������	�8��������	=	����������������
�����	����	H������������I0	����	����	������	��	�������	���	���
���	��	���	���������	��6����3������
�����������	����	Σ0

	�����	���������	���	�����������	����	���6�	��	?�����	�����	���	��������	���	����������10
"���	����������	����������	����	���	���	����������	��	
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Q	
�8��	��	�������	��	��������	����	��������	����������������

Q	�������	��

�������	�����������	������������	D����������	����	��	�����	�����������E0

 ��������	D�
0	��
�������	11	�0	1*E	���	 	��6��
��	���	��	��������	������������	 	���
��������K����	���	����6����3��	,	��	 	��6��
��	���	����	���	��������
������������	 	��	τ ����	��������K�����	���	����6����3��	,	D��	���	���	τ	���	,&
�������E0

*0	��	��	����	���6��	��	�������	���	����������	=	τ\τXτ	��	���	1τ	�����	�������	��	��������
	D�
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ϒ

τ τ′
λ

τ τ′ τ τ′
τ τ′+ ω ω′,( ) ω τ∈ ω′ τ′∈,⁄{ }=

τ
λ τ λ

T DD < E

ϒ ΠD < E
ϒ

ϒ

ϒ T DD < E

ϒ
T DD < E

Σ

Σ
Σ

Σ

Σ

Q ω( ) ω
Q τ( ) ω τ∈∀ Q ω( ),( )⇔

ω
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Définition 28 - 2
���ΣK ������$�����������
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������	�����	���������	�;� �

Définition 29 - 2
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Définition 30 - 2
���ΣK � ��� ��$��������� ��
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������������ 2
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Définition 31 - 2
���ΣK ������$�����������
��
������������ ��	������Σ	���
����	����
	���������	�;� �

!�	 &
����������	����������	����	��	������	6���3�	��	�������������	��������	����	�������	��
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Définition 32 - 2
���ΣK � ��� ��$��������� ��
��
������������ 2
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Définition 33 - 2
���ΣK ������$�����������
��
������������ ��	������Σ	���
����	����
	���������	�;� �

�����	�����4��	��
�������	��	 ��	 &����������	 ���	 ��	 �

��	 ��4�	 �����������	�������	)	 ����
�����������	 ����	 ���	 ��������	 ������������	ω ��	 τ	 �4�	 ����	 �����	 ��6����3��	 ����	 	 ����
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ϒ ΠD < E ω ϒ∈
ω Σ Q∃ Π Q ω( ),∈( )

ϒ ΠD < E P Π∈
ω∀ ϒ∈( ) Q∃ Π Q ω( ),∈( ) P ω( )⇒,

Σ
Σ

Σ

Σ
τ

Π τ Σ

ϒ ΠD < E τ ϒ∈
τ Σ ω τ∈∀ Q∃ Π Q ω( ),∈( ),

Σ
Σ

Σ

ϒ ΠD < E P Π∈
τ∀ ϒ∈( ) ω τ∈∀ Q∃ Π Q ω( ),∈( ),( ) P τ( )⇒,

Σ
Σ Σ Σ

τ∀ ϒ∈( ) Q∃ Π Q τ( ),∈( ) P τ( )⇒,

τ
Π τ Σ

ϒ ΠD < E τ ϒ∈
τ Σ ω τ∈∃ Q∃ Π Q ω( ),∈( ),

Σ

τ

Σ

ϒ ΠD < E P Π∈
τ∀ ϒ∈( ) ω τ∈∃ Q∃ Π Q ω( ),∈( ),( ) P τ( )⇒,

Σ
Σ
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Définition 34 - 2
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Σ
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Σ
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i∀ 1 n,[ ]∈ Di ∆Ti=
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Ti Di= Ti Di≥
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ϒ ΠD < E ϒ Ti Di≥ i∀ 1 n,[ ]∈ Π
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τ j i j i 1+≠,≠

x Ci Ci 1++ + Di 1+≤
τ1 j i<≤

Di Di 1+⁄ x Ci 1++( )⋅ Ci+ Di Di 1+⁄ Di 1+⋅≤

ϒ Π



5,

�!�����������������
�������%��������%�������%����

�������������	��	���	 <	 	��	���8����	���	���	��	���������	��

������	�����	���
��	�3��6�	40	!�	�����������	
�������	�����	���	 <	��	����	�����	��	�������	��	 0	��	����	����������
��	��

�����	�������	���	�����	��	������	
	 <	 	D�
0	���������	1	�0	**E0	���8	������3��
���	���	���������	����	��������	���	�����	�����	��	�������	


Q	��	���������	������&���.�������	��	N!���6	���	_3���3���	*+,1O	���	���?����	������	���	��
������K���	�
	���	6
	��	��	�������	����������������	�.��3����	?�����=	 �

Q	���	������3�	����	
�������	����������	���	N-����3	���	����.�	*+,(O	��������	=	��������	
�������������0	

Théorème 8 - @*
	���� ���� )���+�� ?ABHD�� 2
��� ��� ��$��������� ��
��
�����������ΣK � 
J�
�
������� �
��� ()�� ���������	�� ���� 	� � ��� � �
������� )/!� ��� ��#
������
��
��
�������������������$��
�.
�	�$������
����	�$�"�	�� !� !�������������	�������
�	������
���
�=���� ���� �����)/!��	��
�������������������
�������	����	��������5
J���5�7����
�������	��������	��=���	
������	����������
��������� 7�;

� ����

!�	������	������	���	����0	D*5E	���	��������	����	���8�������	��	��	�����4��	����������	��	
����	��	��������	������������	�.��3����0	�����4�	��	!����	7	�0	5;<	��	�����	���	��������	���������
��	����	�������	�����	��	�������	��	��������	����	�����	��������0	!�	���������	�����G��	�������

	��	����	G���	�������	���	���������	�����������	��	�������	��	 0	��	���

�����	��	����	���	��	�����	 	���	����������	��	������6����	�����	 	��	 	���	
�������	D��	�8�4��
�����	��	���	�������E0

�*�"�.���������
���
����'��
��������%

�!���(������"���������#����$������%��������

����	���	���
���	���&��������	τ<	���	��������	��	���	��3������	���������	���	�F�3��	��	����	���
�����������	 ���	 ���	 ���������	 ���������4���	 D�
0	��
�������	 1	 �0	 +E0	��	 �����������<	 ��������	 ��
!����	7	�0	5;<	���	���?����	������	����	��	������	����	G���	��
�������	����	���	���
���	�������<	
�������	G���	��
�������	=	 <	���������	�����������	��	��	�F�3�	 	�������	G���	��	
���	���������
�������������	����	����	������	�����	����3�����	�������0	%��������	���	���	�����	�����	��	�������
��	����	���	��������������	�������	���	��	�����4��	����������	���	����	���������	�.��3����0	

��	�����4��	���	������	���	N!�3��M^.	*++/O	6�F��	��	�������	��	�����.����	+�����
�0	"���
���������	������	�����	�������	���	���	�������	�������	������	��������	������	���	�����������	��
�F�3��	�.���	���	��������	����������	��	�6���	=	 	����	�8�������	D�
0	��
�������	*,	�0	*+E0
Lemme 8 - @���
�E>+� ?AAID�� 2
��� τ!� ��� ���$��� �
�.�
������ ��� )/!� ��� ��#
������� ��
��
����������
��������$��
�.
�	�$������
�����$�"���������������	�������
�	������
�����=���� 	��� �����)/�	����
�������	
��������.����	+�����
��	+����
���5���������	�����������	������
�	+����
��!��$��6�$�����
��??����?S7�

!�	������	��	��	�����	������	���	��	��	��������	������������	ω �������	=	�����	����3�����
�����	����������	��	�F�3�	 	��	�<	�����	��	��������	�.��3����	�������	�����	=	�����	���	��3�����0
��	�

��	����	��	��	�������	�������	���������	�	����	������	��	��.	�	���	������������	��	�F�3��	�.���	���
��������	����������	��	�6���	=	 	��	
���	���������0	!���6����3��	)/	�����	��������
<	���&����
<	��	���
����	���������������	������	=	�8������	���	�����������	��	�F�3��	�.���	���	��������	����������	��
�6���	=	 	����	������������	@��!��D	D��	���6��	����	�����	�����.����	+�����
�E0	

��	����	����
����	��	��������	�������	ω ��	��������	����	��	6���3�	������	���	�����������	��
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&&&&&&&&&&&&&&&/* assignation de priorités par Audsley */&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&

	; 

#

� ��
I��
�
bool = � ��J
�#  de  faisable par le Théorème 9 p. 39 à la priorité  

attribue à  la priorité ; ; bool = A+*��J
����#
�# bool= TRUE THEN

EXIT; /* pas d’attribution de priorité faisable possible pour  */
����#
���#
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Q	 �����	 �F�3�	��	 τ	 ��	��������	 ����������	 =	 ��	 ��������	��������	 D��������������	 ��
�������	 =
����������	��������E	��	τ�	�	��	����	�����	��	�������	���������	���	��	�3���4��	+	�0	5+0
!�	���������	 ��������	����	���	 �3���3��	 =	 ������	��	�3���4��	+	�0	5+<	���	 �F�3�	��	 τ
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�����0	��	���������	�F�3��	����	
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�����	��	�������	���	������	�F�3��	��	τ0

!�	���������	����4��	��	������	��	��������	��
�������	����	���	�F�3��	���������0	����	��������
�����	?�����=	��	������	��������	����	���������	���	�F�3�	D��	���
��	τ ���	�����	
�������E	��	�����G��	=
��	�������	������	��	��������	��	������	�F�3�	�����	
�������	=	��	������	D��	���
��	τ �����	���	
�������E0	
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0	�3������	#010*0	�0	:7E0

ϒ ΠD < E ϒ Π

τ τ 1 … τn, ,{ }=
j n= 1

τk∃ τ j
τk j τ τ τ k{ }–=

τ
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�	����	������	���	�����������	�������	����
��	�������	��	�����	�����	��	�������	���	�F�3��	��	��	
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T4 D4>
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q IN∈∀ ri q Qi 1+ +, ri q,≤ Qi Li Ti⁄ 1–= Li Li Tj⁄ Cjj hp i( ) i{ }∪∈∑=

Qi 1+ Li Ti⁄= QiTi Li Qi 1+( )Ti≤< wi Qi, Li=

wi q, wi Qi,+ q Qi 2+ +( )Ci wi q, Tj⁄ wi Qi, Tj⁄+( )Cjj hp i( )∈∑+=

 q Qi 2+ +( )Ci wi q, wi Qi,+( ) Tj⁄ Cjj hp i( )∈∑+≥

wi q Qi 1+ +, q Qi 2+ +( )Ci wi q Qi 1+ +, Tj⁄ Cjj hp i( )∈∑+=

wi q, wi Qi,+ wi q Qi 1+ +,<

wi q Qi 1+ +, wi q,– Li≤

ri q Qi 1+ +, ri q,– wi q Qi 1+ +, wi q,– Qi 1+( )Ti– Li Li Ti⁄ Ti– 0≤ ≤=

ϒ ΠD < E ϒ Π
τ ϒ∈( )∀

i∀ 1 n,[ ]∈ ri Di≤, ri max0 q Qi≤ ≤ wi q, qTi–{ }=

wi q, q 1+( )Ci wi q, Tj⁄ Cjj hp i( )∈∑+=

Qi Li Ti⁄ 1–= Li Li Tj⁄ Cjj hp i( )∈ i{ }∪∑=

0 q Qi≤ ≤

U c≤ 1<
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<	 ����
���������	 ��	 ����������	 
����	 =	 ������	 ���	 	 ��	 �����G��	 ����	 ���	 ��	 
��	 ���8�������	 ��
������������	��	 	�������	��	 	����	���	���	�����	���8�������0	 ��	��	����	����	���	.	�����
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τ1 τ2 τ3

Di Ti≤ i 1 n,[ ]∈∀ τ
τ1 τ3 τ2

τ

r1 4 D1≤= r3 5 D3≤= r2 7= D2≤

τ2
r3 q 1=( ), 7= r3 q 0=( ), 6=

Di Ti≤ i 1 n,[ ]∈∀

τ i τ∈

lp i( )
τ i hp i( ) τ i

lp ′ i( )
τ i hp ′ i( ) τ i

hp i( ) lp ′ i( )∪ lp i( ) hp ′ i( )∩
τ i

τ τ i

ϒ Π# " ( ϒ
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Σ ϒ Π,( )=
ϒ

ϒ
τ ϒ∈

Π
αNEDF

P( ) ε P( )=
P Π∈ ε EDF( ) 1=

τ τ′,( ) ϒ2∈
ϒ

ϒ

τ ϒ∈

1 sup
t IR+∈

h t( )
t

---------
 
 
 

≥ NEDF τ( )=

NEDF τ( )

P Π∈
αNEDF

P( ) sup α τ∀ ϒ NEDF τ( ) α P τ( )⇒≤,∈( )⁄{ }=

ε P( )

Σ
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δD max Di( ) min Di( )⁄=
αNEDF

NP-EDF( ) αNEDF
EDF( )

τ ϒ∈

t 0≥ ,∀ t maxDi t> Ci 1–{ } h t( )+≥ maxDi t> Ci 1–{ } 0= i∃ : Di t>

t 0≥ ,∀
h t( )

t
��������� 1

maxDi t> Ci 1–{ }
t

������������������������������������������–≤

min Di( )
τ ϒ∈

NEDF τ( ) max 0
min Di( ) maxDi min Di( )> Ci 1–{ }–

min Di( )
�����������������������������������������������������������������������������������, 

 ≤

i∀

αNEDF
NP-EDF( ) ε EDF( ) 1= =

t min Di( )≥∀ maxDi t> Ci 1–{ } 0=
i∀

i∀ Di Ti=,

δT max Ti( ) min Ti( )⁄=
αNEDF

NP-EDF( ) τ ϒ∈

ϒ min Ti( ) δT

Ci Ti⁄
n∑

αNEDF
NP-EDF( ) αNU

NP-EDF( )=

min Ti( )
αNEDF

NP-EDF( )

αNEDF
NP-EDF( )

i∀ Di Ti≥,

min Di( )
αNEDF

NP-EDF( )
NEDF τ( ) 1≤

min Di( ) maxDi min Di( )> Ci 1–{ }
i∀ Ci Ti≤,

αNEDF
NP-EDF( )
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i∀ Di Ti≤,
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NP-EDF( ) τ ϒ∈
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maxk lp≠ Ck 1–{ } 0=

NU max 0
min Di( ) maxk lp≠ Ck 1–{ }–
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i∀

αNU
NP-PF( ) ε PF( ) ε EDF( ) 1= = =

i∀ Di Ti=,

δT max Ti( ) min Ti( )⁄=
αNU

NP-PF( ) ε PF( ) τ ϒ∈

ϒ min Ti( )
δT

Ci Ti⁄
n∑ αNU

NP-RM( )

αNU
NP-RM( ) αNEDF

NP-RM( )

n 21 n⁄ 1–( )
min Ti( )

i∀ Di Ti≥,

min Di( )
αNU

NP-RM( )

NU τ( ) min Di( ) max Ti( ) min Di( )+( )⁄≤ min Di( )
maxk lp≠ Ck 1–{ } i∀ Ci Ti≤,

NU τ( ) 1≤ min Di( )
max Ti( ) αNU

NP-PF( )

i∀ Di Ti≤,

τ ϒ∈ maxk lp≠ Ck 1–{ } min Di( )>

αNEDF
NP-DM( )

min Di( )

αNEDF
NP-PF( )

αNEDF
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t∀ S∈ h t( ) B t( )+ t≤
CNP-EDF t S P t( ),∈∀( ),

CEDF t S P t( ),∈∀( ),
B t( )

B t( ) %�+Di t>= Ci 1–{ }

CNP-EDF t S P t( ),∈∀( ), O n
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ε EDF( ) Σ

ε DM( ) αNEDF
DM( )= NEDF Σ

αNU
DM( ) NU Σ

αN′U
DM( ) N′U Σ

ε X( )
Σ

ε DM( ) Σ
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τ i
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t Ji+( ) Ti⁄ max 0 1 t Ji Di–+( ) Ti⁄+,( ) τ i
t Ti⁄ max 0 1 t Di–( ) Ti⁄+,( )

L L Ji+( ) Ti⁄ Cji∑= L L Ti⁄ Cji∑=
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NEDF τ( ) sup
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1
t
''' max 0 1 t J D–+

T
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 
 
 

CT D J, ,T D J,� � � � �×∈∑
 
 
 

=

τ j
B t( ) maxDj Jj– t> Cj 1–{ }= 1–

B t( ) 0=

ϒ Π � ! ϒ
Π τ ϒ∈( )∀

t∀ L≤ 1 t Ji Di–+( ) Ti⁄+( )
Di Ji– t≤

∑ Ci maxDj Jj– t> Cj 1–{ }+ t≤

maxDi Ji– t> Ci 1–{ } 0= i∃ : Di Ji– t>

L L Ji+( ) Ti⁄ Cji 1=
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A/�������.�Scheduling theory, regarding hard-real-time, has been widely studied in the last twenty-five years. Within
the plethora of results, few of them are oriented towards a performance comparison of the algorithms. Rather than
taking account new specific constraints, we focus on a generic task model for the centralized, preemptive/non-
preemptive, fixed/dynamic priority cases.

In this context, we first propose to synthesis the traditional real-time approach for feasibility and optimality analysis.
This allows us to pinpoint some possible generalizations (e.g. the worst-case response time with Earliest Deadline
First in the non-preemptive case) and some restrictions on the optimality property (e.g. for the non-preemptive and/or
fixed priority algorithms).

In order to overcome these restrictions on optimality, we make use of an efficiency criteria that measures the proximity
to optimality with algebraical structures. Earliest Deadline First being the most efficient algorithm (optimal in any
case), we extend preliminary results to precise when it becomes relevant to use Deadline Monotonic (one of the best
fixed priority algorithm) instead of Earliest Deadline First. Some numerical applications are given to illustrate these
results. 

We also pinpoint that the theoretical advantage of Earliest Deadline First in the preemptive case (e.g. in presence of
heterogeneous traffics) is not so significant in the non-preemptive case.
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