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Notations

cf. chapitre IV.3.4.3. p. 40.

Durée d’exécution de T; (cf. Définition 1 p. 8).

Un couple période-échéance (cf. Définition 27 p. 22 et Définition 36 p. 52).
Echéance relative de T; (cf. Définition 1 p. 8).

Lorsque toutes les échéances relatives dans T sont supérieures aux périodes.

Lorsque toutes les échéances relatives dans T sont inférieures aux périodes.
Deadline Monotonic (cf. chapitre IV.3.3.2. p. 37).

Earliest Deadline First (cf. chapitre IV.2.1. p. 28).

Ensemble de Trafics Périodiques Non-concrets (cf. Définition 27 p. 22).
La demande processeur a I’instant # (cf. Définition 15 p. 16).

Highest Priority First (cf. Définition § p. 13).

Taille de la période occupée synchrone du processeur (cf. Définition 17 p. 17).
Taille maximale de la période occupée de priorité pour T; (cf. chapitre I11.2.2.
p. 19).

Taille d’une deadline(a+D;) busy period (cf. chapitre I11.2.2. p. 19).
Nombre de tdche d’un trafic T.

Norme EDF (cf. Théoreme 17 p. 54).

Version non-préemptive non-oisive de I’algorithme Q (cf. chapitre I1.3.1. p. 12)
Norme charge (cf. Théoréme 17 p. 54).

cf. Equation (20) p. 56.

Pire temps de réponse de T; (cf. Définition 5 p. 10).

L’instant de premicre activation de w; (cf. Définition 1 p. 8).

Rate Monotonic (cf. chapitre [V.3.2.2. p. 36).

Période de T; (cf. Définition 1 p. 8).

Un couple période-échéance (cf. Définition 27 p. 22 et Définition 36 p. 52).
Trafic Périodique Non-concret (cf. Définition 27 p. 22).

La charge d’un trafic T (cf. Définition 9 p. 15).

La charge cumulée a I’instant # (cf. Définition 14 p. 15).

Taille d’une level-i busy period (cf. chapitre I11.2.2. p. 19).

Efficacité de I’algorithme Q (cf. Définition 38 p. 53).

Dispersion en échéances : max(D;)/min(D,).

Dispersion en périodes : max(T;)/min(T;).

Classe d’algorithmes dans le référentiel Z (cf. Définition 21 p. 20).
Référentiel d’ordonnancement (cf. Définition 21 p. 20).

Trafic non-concret (cf. Définition 2 p. 9).

Tache non-concréte (cf. Définition 1 p. 8).

Classe de trafics dans le référentiel 2 (cf. Définition 21 p. 20).

Trafic concret (cf. Définition 2 p. 9).

Tache concrete (cf. Définition 1 p. 8).



Partie A: Temps réel centralisé :
problemes et outils

. Introduction

L’ordonnancement temps réel centralisé n’est pas vraiment un probléme nouveau. Il a été
largement étudié depuis une vingtaine d’années. Les mod¢les initiaux ont été assouplis et ont
conduit a prendre en compte des problémes additionnels tels que les ressources partagées, les
contraintes de précédences entre taches ou méme récemment le contexte réparti. Cette
discipline étant assise sur de nombreux résultats en contexte centralisé, on peut se demander si
le tour de la question n’a pas été fait.

Motivations

Les critéres de choix entre solutions algorithmiques temps réel restent limités. Certains
mettent en avant la simplicité d’implémentation des priorités fixes, d’autres la supériorité
théorique des priorités dynamiques mais sans vraiment quantifier celle-ci. Notre objectif est de
clarifier un peu ce débat en proposant une synthése des résultats centralisés et quelques
éléments pour évaluer les algorithmes.



Le terme “temps réel” couvrira ici la capacité a vérifier, sous certaines hypotheses, des
propriétés sur le comportement d’un systtme en présence de contraintes temporelles.
L’ordonnancement permet de vérifier de telles propriétés. Précisons que ce terme ne couvrira
pas ici les améliorations du systéme, toujours souhaitables, pour gagner en bande passante et
en délais. Citons pour les réseaux informatiques le multiplexage de circuits ou de requétes ; la
transmission multicast ; les profils fonctionnels allégés en termes d’empilements des
protocoles...

La propriété de base utilisée en théorie de I’ordonnancement temps réel est la faisabilité
du probléme posé. Aussi insisterons nous sur le sens donné ici a cette faisabilité en présence de
contraintes temporelles. L’ordonnancement temps réel s’intéresse aussi typiquement a des
propriétés telles que I’optimalité des algorithmes ou la complexité du calcul des tests de
faisabilité. L’optimalité en particulier garantit que tout probleme faisable 1’est aussi par un
algorithme optimal.

La prise en compte de contraintes temporelles applicatives impacte fortement les solutions
retenues et leurs propriétés. Bien évidemment, si 1’on s ‘autorise a trop relaxer ces contraintes,
la faisabilité que 1’on cherche a établir sort rapidement du cadre de 1’ordonnancement temps
réel qui nous intéresse ici'. Si I’on ne peut les relaxer par contre, la faisabilité peut étre
démontrée de fagon plus ou moins ad-hoc lorsqu’un certain controle des ressources est
possible. Il faut cependant noter que la recherche de I’optimalité algorithmique trouve souvent
peu d’écho lorsque des solutions opérationnelles existent, comme c’est le cas des systemes
embarqués? ou a réservation de circuits.

Notre intention ici n’est pas de se focaliser sur cette propriété d’optimalité (dont nous
allons d’ailleurs souligner certaines limites), mais de chercher a identifier les solutions
algorithmiques les plus performantes, c.a.d. capables de respecter les contraintes temporelles
dans un grand nombre de cas faisables. Il faudra alors préciser et prouver dans quelle mesure,
et dans quelles situations, un algorithme d’ordonnancement est plus performant (on parlera
d’efficacité) qu’un autre. Notons que la dispersion et le manque de points de comparaison
offerts par la littérature limite a notre avis cette approche, méme sur les modeles les plus
simples. C’est donc sur une synthése des résultats et une évaluation des performances des
algorithmes temps réel que nous allons porter notre attention, en précisant et limitant toutefois
nos objectifs.

I1 est certes possible de montrer I’intérét d’une solution algorithmique par raffinements
successifs du modele et des contraintes posées. Ceci traduit assez bien I’activité de la
communauté scientifique en ordonnancement temps réel et a conduit & de nombreux résultats
solides et intéressants, mais aussi a certaines spécialisations3 qui ne favorisent pas la mise en
oeuvre de critéres de choix. Citons a nouveau le débat (ou plutdt ’absence de débat) sur les
priorités fixes/dynamiques entamé pourtant sur un modele commun [Liu and Layland 1973].

1. Citons la Qualité de Service (QoS), une exigence récurrente pour les applications multimédia réparties interacti-
ves. Actuellement, I’Internet donne un acceés immédiat a I’interactivité répartie mais achoppe généralement
d’emblée, pour les contraintes temporelles, sur le peu de maitrise des ressources et de 1’algorithmique sous-jacente.
Les exigences temporelles font alors place a des controverses autour du soff real time (nous n’en connaissons pas de
définition qui fasse I’unanimité) ou de fagon plus pragmatique a des stratégies de type best effort. Notons que les
technologies objets du middleware (typiquement [ODP 1995], [OMG 1995]...) offrent une voie prometteuse pour
envisager une QoS contractuelle (cf. [Leboucher 1998]).

2. Ainsi, la majorité des bus de terrain actuels utilisent la scrutation cyclique, technique largement sous-optimale
mais parfaitement opérationnelle pour les applications monolithiques visées. L’examen d’algorithmes plus
performants ne peut cependant laisser indifférent si I’on souhaite accéder a un peu de marge de manoeuvre et de
flexibilité autrement que par une augmentation de la bande passante (le standard STANAG 3910 utilisé en avionique
n’est ainsi qu’une adaptation a 20 Mb/s du bus 1553B, un classique parmi les protocoles a scrutation cyclique).

3. I suffit de parcourir le sommaire de conférences/journaux sur le temps réel pour s’en convaincre.



Il est aussi possible de montrer I’intérét d’une solution algorithmique en partant d’un
besoin applicatif temps-réel concret. Notre participation! & quelques projets de ce type nous a
sensibilisé au décalage existant entre les résultats théoriques et leur mise en oeuvre. Encore une
fois, il faut de plus tres vite spécialiser les modeles et constater que les critéres de mesure des
performances sont rares, qui permettraient de choisir parmi plusieurs algorithmes.

Ces raisons nous ont conduit® a tenter de compléter, en amont, 1’information dont nous
disposions. Partant d’un probléme d’ordonnancement générique, nous avons cherché a
identifier, homogénéiser et améliorer quelque peu les solutions pour le résoudre [George et al.
1996], puis a les comparer (coopération CNET/INRIA [Hermant et al. 1996]). Par générique,
nous entendons un probléme s’énoncant par peu de parametres, avec toute liberté sur leurs
valeurs, et pouvant étre spécialisé ultérieurement”.

Cette approche, complémentaire avec les précédentes, sera celle retenue ici. Nous en
résumerons 1’idée en disant “synthétisons et comparons avant de spécialiser et non pas
I’inverse”. L’inconvénient principal porte avant tout sur le modele que 1’on ne pourra aligner
directement sur un besoin applicatif. L’intérét est de proposer un peu de visibilité sur les
différentes solutions possibles a un méme probléme, puis quelques arguments pour les évaluer.

Le probléme (cf. chapitre II. p. 7, pour un exposé plus complet)

Nous considérons donc ici le probleme posé par le choix d’un algorithme
d’ordonnancement adapté a un trafic temps réel générique. Deux “cas d’école” sont examinés:
le cas centralisé préemptif, largement étudié¢ (cf. Partie B), et le cas centralisé non-
préemptif, qui présente des relations partielles avec le précédent (cf. Partie C).

Le trafic temps réel retenu (cf. Définition 2 p. 9) est constitué de tAches concurrentes pour
I’acces a un serveur. Chaque tache (notée T,) est réactivable et est caractérisée par trois
parameétres : la période 7}, la durée d’exécution C; et I’échéance relative D; (cf. Figure 1 p. 9).
T; définit I'interarrivée minimale des activations de T;. C; représente le travail devant étre
exécuté pour chaque activation de T, Enfin, /+D; est la date avant laquelle le travail de

’activation de T; arrivée en ¢ doit étre terminé.

Un tel trafic constitué de n tiches est appelé trafic non-concret (noté 1) et peut donner lieu
a une infinité de scénarii d’activation, encore appelés trafics concrets (notés w), en fonction des
instants d’activation des taches.

Un systeme temps réel peut €tre caractérisé par des propriétés que nous examinerons ici
en combinant les algorithmes préemptifs/non-préemptifs, a priorités fixes/dynamiques.
Traditionnellement on consideére la faisabilité du trafic par un algorithme, 1’optimalité
éventuelle de 1’algorithme et la complexité du test permettant d’établir la faisabilité. Nous y
reviendrons plus formellement dans la suite mais en premiére approche :

« Faisabilité : établir au préalable* la faisabilité d’un trafic T par un algorithme donné
conduit au contrat suivant : tant que |es hypothéses posées seront
respect ées, | es échéances | e seront aussi par cet al gorithne.Siles
hypothé¢ses sont réalistes, I’intérét de cette propriété est évident puisque quel que soit le
scénario d’activation w de T, les échéances seront respectées.

1. Normalisation ETSI/RES10 [Jacquet et al. 1996], [Jacquet et al. 1994] pour des protocoles d’accés multiple sur
canal radio ; coopération DRET/DASSAULT/INRIA pour des problémes transactionnels répartis ; [Hermant et al.
1995] pour des protocoles de type Ethernet déterministe.

2. Dans le cadre du projet REFLECS de I'INRIA.

3. Nous renvoyons a [Cardeira 1994] pour une synthése des états de I’art existants sur des modéles plus riches que
celui utilisé ici, ainsi qu’une proposition de taxonomie pour ces modeles.

4. Nous utilisons le mot préalable, et non pas hors-ligne, car I’analyse de faisabilité peut tout a fait étre effectuée
durant la vie de I’application. Par exemple lors d’une procédure de contrdle d’admission.



» Optimalité : si un trafic T n’est pas faisable par un algorithme optimal alors il n’est
faisable par aucun autre algorithme. Cette propriété séduisante a cependant plusieurs
inconvénients. Les résultats d’optimalité connus sont peu nombreux et peuvent étre
employés de facon ambigué lorsque 1’on ne précise pas leurs domaines de validité. Cette
propriété donne surtout une vision peu exploitable des performances des algorithmes
non-optimaux. Nous chercherons donc a I’assouplir.

* Complexité : un test de faisabilité nécessaire et suffisant pseudo-polynomial est
généralement jugé acceptable. Des majorants sur les cofits des tests seront proposés.

Outils (cf. chapitre II1. p. 15, pour un exposé plus complet)

Les échéances étant strictes il faudra nécessairement utiliser une approche pire cas, c.a.d.
non probabiliste, pour vérifier la faisabilité d’un trafic ainsi que les autres propriétés.

Le concept de période occupée caractérise 1’activité du processeur (cf. Définition 16 p.
17). En particulier, la période occupée synchrone qui résulte d’une activation simultanée puis
périodique des taches a été tres utilisée dans le cas préemptif pour établir la faisabilité des
trafics non-concrets T et borner les intervalles d’étude. La méthode du point fixe permet de
calculer la taille (notée L) de cette période.

Dans [Hermant et al. 1996], notre co-auteur L. Leboucher introduit! les concepts de
référentiel d’ordonnancement et d’efficacité. Les référentiels d’ordonnancement (notés 2., cf.
Définition 21 p. 20) en particulier seront trés utilisés car ils offrent un formalisme permettant
d’énoncer le domaine d’application des résultats d’ordonnancement sans ambiguités (c.a.d.
I’ensemble des trafics et I’ensemble des algorithmes auxquels se référe la validité d’une
propriété “temps réel”). En jouant sur , il sera ainsi possible de poser la discussion des
solutions algorithmiques a un probléme sur une base claire et de relativiser 1’intérét d’une
propriété telle que 1’optimalité pour mesurer les performances des algorithmes.

Pour mesurer un peu mieux les performances des algorithmes, nous utiliserons les
propriétés de domination et d’efficacité dans 2. La domination relaxe la propriété
d’optimalité en énongant qu’un algorithme en domine un autre si les trafics faisables par le
deuxieme le sont aussi par le premier (cf. Définition 35 p. 48). L’efficacité introduite par L.
Leboucher mesure la proximité a I’optimalité de tout algorithme dans Z (cf. Définition 38 p.
53). Elle s’appuie sur le concept de demande processeur qui représente le travail devant
nécessairement étre effectué dans un intervalle donné (cf. Définition 15 p. 16). Plus
précisement, ce concept est traditionnellement utilisé pour établir la faisabilité avec
I’algorithme EDF, le meilleur théoriquement pour nos problémes. Dans le cas préemptif, un
calcul de norme permet d’étendre ce concept pour établir I’efficacité de tout algorithme comme
une mesure de la proximité a I’optimalité d’ EDF.

Contributions

Le concept de période occupée peut étre spécialisé suivant le type de priorité utilisé. La
méthode du point fixe permet alors de calculer les instants d’exécution des activations de taches
dans un scénario d’activation w de T donné. Tres utilisé avec les priorités fixes (on parle alors
de level-i busy period), nous verrons qu’il est possible de spécialiser ce concept avec les
échéances (on parlera de deadline-d busy period) utilisées dynamiquement par 1’algorithme
EDF. Nous utiliserons ces notions dans le cas préemptif et non-préemptif pour borner un peu
plus les intervalles d’étude, identifier les scénarii d’activation et les inversions de priorités pires
cas afin d’en déduire la faisabilité des trafics et calculer les pires temps de réponses des taches.

1. ces concepts sont développés dans [Leboucher 1998].



Nous insisterons sur la définition de la propriété de faisabilité afin de lever toute ambiguité
sur I’énoncé des autres propriétés qui y font référence. Dans notre cas, un trafic non-concret T
sera dit faisable lorsque tous ces scénarii d’activation w seront ordonnangables par un méme
algorithme dans un référentiel d’ordonnancement Z (cf. Définition 23 p. 21). Les référentiels
d’ordonnancement ne se limitent pas cependant a cette définition de la faisabilité. Nous en
discuterons bri¢vement en formalisant d’autres besoins applicatifs temps réel possibles (cf.
chapitre I11.3.2. p. 22).

Nous avons signalé que ’optimalité est une propriété séduisante mais difficile a
interpréter. Un algorithme sera dit optimal s’il peut ordonnancer tout trafic T faisable dans X
(cf. Définition 24 p. 21), c.a.d. dans notre cas tel que tous les scénarii d’activation wde T soient
ordonnancables par un méme algorithme dans X. Cette définition, qui n’est pas la plus
restrictive possible (cf. chapitre I11.3.2. p. 22, pour une discussion), nous permettra de rappeler
les résultats de 1’état de I’art mais aussi d’en mesurer les limites. En particulier, excepté
I’algorithme EDF dont I’optimalité est trés forte pour nos problemes (cf. Théoreme 1 p. 29),
nous constaterons que les résultats d’optimalité connus sont vérifiables uniquement dans des
référentiels d’ordonnancement trés spécialisés, peu généralisables ou comparables. Nous
illustrerons notre propos par quelques contre-exemples.

Pour mesurer un peu mieux les performances des algorithmes, quelques relations d’ordre
sur la dominance des algorithmes seront identifiées ainsi que quelques impossibilités pratiques.
Apres avoir rappelé la base théorique de la propriété d’efficacité, nous [’utiliserons pour
minorer I’efficacité de DM, un algorithme a priorités fixes dominant (cf. chapitre IV.3.3.2. p.
37). Nous tenterons d’interpréter ces résultats, en fonction des trafics soumis et illustrerons
notre propos par quelques applications numériques (cf. chapitre X. p. 93). Nous discuterons
aussi des limitations rencontrés sur I’optimalité et I’efficacité des algorithmes non-préemptif.

L’utilisation des outils de I’ordonnancement temps réel est donc largement mise en avant.
Au-dela, et bien que le modele étudié reste abstrait, la mise a plat des résultats pour les
combinaisons de problémes préemptifs/non-préemptifs, priorités fixes/dynamiques a pour
objectif :

« d’identifier certaines symétries et/ou généralisations possibles afin de proposer quelques
extensions aux résultats connus. Citons les deadline busy periods avec EDF pour limiter
les intervalles d’étude ou permettre les calculs de pires temps de réponse en non-
préemptifs, I’impact important de 1’absence de préemption sur les propriétés d’optimalité
et d’efficacité. Cette démarche nous conduira a citer des contributions de nos co-auteurs
dans [George et al. 1996] et [Hermant et al. 1996] pour proposer quelques “grilles” de
lecture synthétiques des résultats (cf. chapitre XI. p. 103).

« d’attirer 1’attention du lecteur sur des problémes ouverts tels que I’optimalité dans un
certain nombre de contextes ou des améliorations possibles sur les calculs.

Notre objectif sera atteint si ce travail peut étre considéré comme une introduction a
I’algorithmique temps réel et donner quelques éléments de comparaison (visibilité,
performances...) sur les solutions algorithmiques a un probléme.

Plan de I’étude

Pour éviter un exposé trop linéaire, il nous a semblé utile de structurer notre démarche
autour d’un cahier des charges (hypothétique) dont I’objectif est de distinguer :

* le point de vue d’un client qui pose un probléme temps réel dont la description
fonctionnelle s’accompagne de contraintes temporelles. Ce point de vue ne sera que fictif
ici mais pourrait se traduire par une boucle d’interaction quelconque.



* le cahier des charges qui “contractualise” les hypothéses permettant de modéliser le
probléme traité, de fixer le comportement des solutions et les propriétés souhaitées.

* le point de vue du fournisseur (qui sera le notre) chargé de proposer des solutions et
quelques arguments de choix. Loin d’une solution “clé en main”, nous focaliserons sur
les algorithmes d’ordonnancement et les outils d’analyse préalable des propriétés.

Dans la suite de la partie A, nous précisons :

* notre cahier des charges lors du chapitre II. p. 7. Celui-ci couvre les hypothéeses (trafics,
traitements) et les propriétés examinées (faisabilité des trafics, pires temps de réponse des
taches, optimalité/dominance/efficacité des algorithmes, cot des tests),

* les outils utilisés lors du chapitre III. p. 15. Au-dela des concepts classiques, nous
mettrons 1’accent sur les périodes occupées, les référentiels d’ordonnancement et les
définitions résultantes. En particulier nous discuterons la propriété de faisabilité d’un
trafic utilisée ici et a la base des autres propriétés.

La partie B (respectivement C) focalise sur le contexte préemptif (respectivement non-
préemptif). Elle procéde en trois étapes :

* un état de I’art des résultats connus pour les algorithmes a priorités fixes/dynamiques en
termes de faisabilité, de pires temps de réponse, d’optimalité et de dominance. Nous
suivrons pour cela I’ordre dans lequel ont été introduits les outils et les résultats en
relaxant progressivement les relations particuli¢res entre les parametres des taches et en
homogénéisant I’énoncé des résultats grace au concept de référentiel d’ordonnancement,

* des extensions et des discussions sur ces résultats quand cela est nécessaire (et possible).
Nous focaliserons plus particulierement sur des trafics non-concrets T ne présentant pas
de relations particuli¢res entre les parametres des tdches (on parlera alors de trafics
généraux).

* des minorants sur I’efficacité des algorithmes et des majorants sur le colit des tests.
Enfin la partie D propose :
* des applications numériques (cf. chapitre X. p. 93) pour illustrer notre propos,

* une synthése des résultats (cf. chapitre XI. p. 103) en comparaison des propriétés posées
dans notre cahier des charges,



Il. Le probléme

Aprées un bref exposé de la démarche choisie, nous spécifions notre cahier des charges (cf.
chapitre I1.2. p. 8), puis introduisons les solutions qui seront examinées lors des parties
suivantes (cf. chapitre I1.3. p. 12).

I.1. Cadre méthodologique

Récemment, [Le Lann 1996] analyse les raisons des retards/dépassements de budget/
échecs de projets de dimensions conséquentesl. Il identifie des causes communes a ces
désagréments et introduit une méthode de génie systéme dont nous allons nous inspirer ici.

D’aprées cette analyse, il apparait que le maillon actuellement le plus faible de la chaine
industrielle est le génie systéme (et non le génie logiciel ou la gestion de projet). Le génie
systeme tel que pratiqué actuellement ne repose pas sur des obligations de preuves,
contrairement au génie civil ou au génie electrique en d’autre domaines. Il est pourtant de plus
en plus fréquent de se trouver confronté a des besoins applicatifs dont la complexité impose le
recours a la preuve. C’est le cas en particulier pour les applicatifs posant directement ou
indirectement un ou plusieurs problémes informatiques de type : Temps Réel (TR), Traitement
Distribué (TD) et Tolérant aux Fautes (TF). Leur réunion donne son nom a la méthode TRDF
proposée dans [Le Lann 1996].

Cette méthode propose non pas de remettre en cause I’ensemble des résultats existants
mais de les organiser et de clarifier les responsabilités. Concrétement, avant de passer la main
au génie logiciel et a I'implémentation d’une solution, cette méthode propose de débuter un
projet informatique par les trois phases suivantes (cf. Table 1 p. 8) :

* la phase de capture du besoin applicatif. Il s’agit pour un client et un fournisseur de
traduire la description (non, ou partiellement quantifiée) d’un besoin applicatif exprimé
par le client en une spécification non ambigué qui exprime le cahier des charges et
engage les deux acteurs. Ce cahier des charges définit :

- les hypothéses d’environnement sur lesquelles seront élaborées une, ou plusieurs,
solutions (mod¢le de trafic, de ressource, de topologie, de défaillance, de
contraintes...),

- les propriétés requises (qualitatives, quantitatives) pour la(les) solution(s),

* la phase de conception. Celle-ci permet au fournisseur de spécifier une solution
générique qui résout le probléme applicatif posé dans le cahier des charges. Avec la
spécification obtenue, on doit notamment fournir la preuve que les propriétés attendues
seront respectées,

* la phase de dimensionnement enfin. Une solution étant établie, il s’agit, a partir d’une
quantification des besoins applicatifs fournie par le client, d’établir la faisabilité ou le
dimensionnement physique de la solution. Cette phase peut étre effectuée a la demande
sans remettre en cause la phase de conception, des lors qu’elle respecte le cahier des
charges.

1. ARIANE 5, vol 501 (lanceurs spatiaux européens [Le Lann 1996b]) ; SOCRATE (réservation en-ligne a la SNCF).



Table 1 : méthode TRDF

Phases Acteurs base de départ résultats
Capture - client et fournisseur - besoin applicatif cahier des charges
(hypotheses, propriétés)
Conception - fournisseur - cahier des charges spécification prouvée
- résultats existants de la solution
Dimensionnement J - client et fournisseur - cahier des charges, verdict de faisabilité
- spécification de la solution (dimensionnement de

- quantification de I’applicatif J la solution)

Comme il n’est pas question de résoudre un probléme industriel ici, nous nous inspirerons
juste de la démarche TRDF pour donner un fil conducteur a 1’exposé de nos résultats. Dans la
suite de cette partie, nous capturons un cahier des charges de problémes temps réel. Dans les
parties suivantes, nous dériverons de ce cahier des charges des problémes d’ordonnancement.
Pour chacun la phase de conception examinera les solutions algorithmiques possibles (état de
’art, généralisation, comparaison). La phase de dimensionnement, enfin, sera vue comme une
simple illustration de nos résultats par des applications numériques lors de la derniére partie.

I.2. Cahier des charges

Comme il vient d’étre dit, le cahier des charges est le résultat de la phase de capture du
besoin applicatif. Il comprend un inventaire des hypothéses de travail et des propriétés
attendues de la part d’une solution (cf. Table 2 p. 12 pour un résumé).

I.2.1. Hypothéses

11.2.1.1. Modéle de taches (les trafics)

Notre trafic temps réel (noté T) est constitué de » tdches concurrentes pour I’accés a un
serveur. T est qualifié de non-concret car il peut donner lieu a une infinité de scénarii
d’activation (qualifiés de concrets et notés w) en fixant les instants d’activation des taches.
Plus précisement :

Définition 1 - Une tiche non-concréte T; est réactivable et est caractérisée par un triplet
(Cy Dy, Ty). C; représente le travail devant étre exécuté par chaque activation de T; t+D; est
[’échéance absolue avant laquelle le travail d’une activation de 1; arrivée en t doit étre terminé (D; est
donc une échéance relative). Enfin, T; définit l’interarrivée minimale des activations de 1; qui donne
ainsi lieu a un nombre infini d activations’ d'un certain travail dont les instants d’exécution seront
fixés par un algorithme d’ordonnancement. Notons que :

* un scénario d’activation de T; (qualifié de tdche concréte et noté ;) est obtenu par une
instanciation particuliére des instants d’activation de T;. Une tdche non-concréte T; peut alors
étre défini comme [’ensemble de ses scénarii d’activation W; possibles.

e si pour tout KO IN | la (k+1)""€ activation d& i arrive a l'instant . 1 = t +T,, T, estdite
périodique (cf. Figure 1). Si elle arrive a 'instant Y, 1 21, + T, elle est dite sporadique [Mok
1983]. Notons que dans le cas périodique, la simple connaissance de l'intervalle de temps entre
Uinstant zéro et la premiére activation de T; (noté S, ) permet de déduire un scénario d’activation
complet W de T;.

1. On devrait plutdt parler d’occurences. Afin de ne pas surcharger notre terminologie, nous utiliserons exclusive-
ment le terme activation dans la suite, que ce soit pour désigner une occurence de tiche ou son instant d’arrivée.



Figure 1 : Exemple de tache périodique
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Définition 2 - Un trafic concret W est le scénario d activation' résultant de la superposition des
scénarii d’activation de n tdches concrétes. Un trafic non-concret T de n tdches non-concrétes est
donc défini comme [’ensemble de ses scénarii d’activation W possibles. Si de plus les périodes et les
échéances relatives sont indépendantes, le trafic non-concret 1 est dit généralz.

D’un point de vue plus dynamique, un scénario d’activation w alimente une file d’attente
contenant les taches déja activées et en attente d’€tre exécutées sur un serveur par un
algorithme d’ordonnancement. Notons que se limiter a I’analyse d’un w particulier est
contraignant en spécification (il faut connaitre les instants d’activation des taches a I’avance)
et surtout réducteur pour les résultats proposés (ils ne sont valables que pour ces instants
d’activation). L’inconvénient des trafics non-concrets T est de devoir considérer a priori
I’infinité de scénarii d’activation w de T possibles. L.’avantage, par contre, est de n’imposer :

* ni hypotheses telles que la connaissance des instants d’activation ou d’une périodicité
stricte. Tout au plus, le client s’engage sur une densité maximale d’activation par tache
dont nous verrons que cela peut conduire, parmi la combinatoire de scénarii d’activation,
a I’identification de pires cas.

* ni relations particuliéres entre les parameétres des taches dans le cas général. Les résultats
obtenus en présence de telles relations (par exemple : Ui [ [1,n], D; = T;) seront vus
comme des cas particuliers.

Hypot hése 1 - Trafics étudiés (a moins que ceci ne soit précisé explicitement) :
* trafics non-concrets 1 (cf- Définition 2 p. 9).
* la surcharge induite par les préemptions, les décisions d’ordonnancement... est incluse dans C;

avec . |:|| D[l,n], O<CIST|, 0<CISDI

o les tdches sont indépendantes (pas de précédences) et sans ressources partagées autres qu’'un
serveur (typiquement un processeur) contréolé par un algorithme d’ordonnancement.

osi T. < D, une nouvelle demande d’activation de T; peut étre insérée en file d’attente avant que
i i i
sa derniere activation ait terminé, ou méme commencé, son exécution. Nous considérons dans ce
cas que les activations d’une méme tdche sont exécutées dans l'ordre d’arrivée.

1. On utilisera sans distinction les termes w, “trafic concret” et “scénario d’activation” dans la suite. Notons par
ailleur qu’un cas particulier d’un trafic concret est une tdche concréte.

2. Le terme général porte ici sur I’absence de contraintes sur les instants d’activation (T est non-concret et
éventuellement sporadique) et sur les valeurs des parametres des tiches (les périodes sont indépendantes des
échéances). Il ne porte pas sur la prise en compte de contraintes supplémentaires de type ressources ou précédences.



11.2.1.2. Traitements

Le comportement opérationel d’une solution, visible par le client, est le suivant.

Hypot hése 2 - L’exécution (ou l’ordonnancement) des activations de tdches est :

» préemptive ou non-préemptive (préemptive signifiant que [’activation de tdche en cours
d’exécution peut étre interrompue par l’arrivée d’une activation plus prioritaire) et toujours non-
oisive (I’algorithme d’ordonnancement ne peut étre inactif en présence d’activations en file
d’attente).

e en ligne (c.a.d. sans clairvoyance sur le futur pour prendre les décisions d’ordonnancement). Le
scénario d’activation a traiter n’est donc pas connu a l’avance.

* non-probabiliste (c.a.d. sans décision basée sur un tirage aléatoire)

* bornée par une valeur connue pour établir la faisabilité du trafic. Hypothése dite synchrone, par
opposition aux modéles partiellement synchrones (les bornes existent mais ne sont pas connues)
ou asynchrones (pas de bornes) [Lynch 1996].

Les hypothéses sur I’environnement sont les suivantes.

Hypot hése 3 - Environnement :

* la topologie est monotrafic, monoserveur par défaut. Typiquement, cette topologie simple permet
de modéliser des tdches temps réel s’exécutant sur un processeur (on utilisera indifféremment les
mots processeur et serveur dans notre cas centralisé).

* le temps est discret c.a.d que les instants d’activation de tdches, les débuts et fins d’exécution se
trouvent sur des tics d’horloges (la granularité temporelle). Si les paramétres décrivant les tdches
sont eux aussi exprimés par des multiples du tic d’horloge, [Baruah et al. 1990] montrent alors
qu’il n’y a pas de perte de généralité a se restreindre a des ordonnancements discrets.

o les traitements sont fiables (pas de défaillance du serveur...).

1.2.2. Propriétés

Enoncons maintenant les propriétés attendues par le client d’une solution a son probléme.
Ces propriétés sont pour I’instant des propositions, a démontrer lors de la phase de conception
dans un environnement donné.

[1.2.2.1. Faisabilité

Définition 3 - L'ordonnancement d’un trafic concret W est dit valide si et seulement si aucune
activation de tdche ne rate son échéance absolue.

Définition 4 - Untrafic concret W est dit faisable si et seulement si au moins un ordonnancement
valide peut étre obtenu par un algorithme d’ordonnancement. Similairement, un trafic non-concret 1
est dit faisable si et seulement si toute instanciation concréte W de T est faisable.

Définition 5 - Soit T un trafic non-concret. Ui O [1,n], I; est le pire temps de réponse de la
tdche T1; parmi les scénarii d’activation W possibles de T, c.a.d. la plus grande durée prise par une
quelconque de ces activations entre son instant d’arrivée et son instant de fin d’exécution. La valeur
de Ty dépend donc du trafic et de I'algorithme d’ordonnancement utilisé.
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Nous attirons 1’attention du lecteur sur le fait que la définition précédente et usuelle de la
faisabilité doit étre maniée avec précaution. En particulier pour les trafics non-concrets T que
nous étudierons (cf. Hypothese 1 p. 9). Nous 1’adoptons en premiere approche mais en
préciserons I’énoncé grace au concept de référentiel d’ordonnancement (cf. chapitre II1.3. p.
20). D’autres énoncés possibles de la faisabilité, et leurs implications, seront discutés lors du
chapitre I11.3.2. p. 22. La propriété de la faisabilité s’énonce généralement sous deux formes :

Propri été 1 - Le trafic T est faisable.

Propriété 2 - Les pires temps de réponse des tdches du trafic T sont inférieurs aux échéances
relatives respectives.

L’analyse de faisabilité doit donc étre vue comme une boite noire (un test) capable de
rendre un verdict : oui ou non, le probléme ainsi quantifié est-il faisable et/ou quels sont les
pires temps de réponse? En cas de réponse positive il existe donc un algorithme
d’ordonnancement qui respecte les échéances quel que soit w de T. Notons que ces deux
formulations sont équivalentes en termes de faisabilité mais que la Propriété 2 est plus
informative. Elle est aussi plus coliteuse a mettre en oeuvre et donc pas toujours pertinente, sauf
s’il n’y pas d’autre approche possible.

A titre d’exemple elle est toujours utilisée avec les priorités fixes et est généralisée dans
I’analyse holistique dont 1’objectif est d’établir la faisabilité de bout en bout d’un systeme
réparti de type chaine de traitement [Tindell 1995]. La technique consiste a calculer les pires
temps de réponses engendrés par chaque maillon de la chaine et a utiliser cette information
(sous forme de “gigue”) lors du maillon suivant.

11.2.2.2. Qualification

Il s’agit ici de qualifier les algorithmes d’ordonnancement. Nous considérerons les critéres
d’efficacité des algorithmes (extension de I’optimalité) et de colit des tests associés.

Définition 6 - Un algorithme d’ordonnancement est dit optimal si et seulement si celui-ci génére
un ordonnancement valide pour tout trafic faisable.

Cette définition de I’optimalité est liée a la faisabilité (cf. Définition 4 p. 10), elle est donc
ambigué elle aussi et nous y reviendrons lors du chapitre I11.3. p. 20. Notons que si plusieurs
quantifications du probléeme sont envisagées, mais non spécifiées a 1’avance, choisir
’algorithme optimal peut étre intéressant pour assurer une certaine pérénité aux solutions.

Notre opinion est cependant que ce critere donne une vision trop absolue de la qualité d’un
algorithme P. En effet, celui-ci est optimal ou ne I’est pas. Est-il mauvais pour autant s’il
ordonnance correctement bon nombre des quantifications possibles ? Afin d’assouplir cette
vision, L. Leboucher introduit dans [Hermant et al. 1996] le critére d’efficacité de P, qui sera
formalisé lors du chapitre VI.1.2. p. 52. Son objectif est de déterminer la meilleure borne sous
laquelle tous les trafics seront faisables par P. En premiére approche :

Définition 7 - €(P), lefficacité d'un algorithme d’ordonnancement P est une mesure de la
proximité & 'optimalité, oir 0< €(P)< 1 et (€(P) = 1) => P est optimal’.

D’ou I’on dérive la propriété suivante sur I’efficacité/optimalité de P :

Propriété 3 - SiP n’est pas optimal, €(P) doit étre connue ou minorée.

1. Nous verrons que I’inverse sur cette implication n’est pas nécéssairement vérifiée en fonction du probleme posé.
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Notons que I’efficacité maximale est généralement atteinte par des algorithmes
d’ordonnancement a priorités dynamiques. Pour des raisons diverses les produits actuels font
généralement appel a des priorités fixes, moins efficaces, quand ils ne se limitent pas a un
multiplexage temporel statique. Nous examinerons [’efficacité de ces algorithmes afin de
savoir dans quelles conditions ils ne s’éloignent pas trop de I’optimal.

En complément, les conditions de faisabilité (encore qualifiées de tests) étant dépendantes
de I’algorithme choisi, il est utile de considérer leurs colits afin de qualifier une solution. Pour
des raisons pratiques la littérature focalise sur des tests pseudo-polynomiaux (c.a.d. d’un cofit
borné par un polyndme fonction du codage des variables du probléme et de bornes sur ces
variables). Nous ne ferons pas appel a des notions de complexité plus sophistiquées ici.

Propri été 4 - Les tests sont pseudo-polynomiaux.

11.2.2.3. Résumé

Table 2 : Cahier des charges

Hypothéses Trafics Trafics non-concrets T (cf. Hypothése 1 p. 9)
Exécution Préemptif ou non-préemptifs, non-oisif, en-ligne et non-probabiliste
(cf. Hypothése 2 p. 10)
Environnement Monotrafic monoressource, temps discret, traitements fiables
(cf. Hypothése 3 p. 10)
Propriétés Pour un trafic Faisabilité et pires temps de réponse
particulier (cf. Propriété 1 p. 11 et Propriété 2 p. 11)
Solution Efficacité/optimalité (cf. Propriété 3 p. 11)
algorithmique tests pseudo-polynomiaux (cf. Propriété 4 p. 12)

Nous ne discuterons pas de critéres techniques (implémentablité, vitesses de changement
de contextes, ...) ou commerciaux (“lobbying”, prix, ...). La vogue est aux priorités fixes mais
la gestion de priorités dynamiques ne sera sans doute pas toujours considérée comme une
difficulté, cf. [Yuan 1991]. Par contre, nous allons voir que la meilleure efficacité théorique des
algorithmes a priorités dynamiques est a relativiser en fonction des trafics proposés (cf.
chapitre VI.1. p. 51).

I.3. Phase de conception

Cette phase conduit a spécifier et a prouver une (ou des) solution(s) pour tout probléme
posé dans le cahier des charges. Nous introduisons ici brieévement les algorithmes
d’ordonnancement et les outils d’analyse de propriétés qui seront examinés dans la suite.

1.3.1. Algorithmes d’ordonnancement

Par algorithme d’ordonnancement temps réel, au dela du comportement visible par le
client (cf. Hypotheése 2 p. 10), on entend ici la technique d’assignation des priorités et le
dispatcheur.

12



Définition 8 - Algorithmes d’ordonnancement :

* les technique d’assignation des priorités sont nombreuses, par exemple :

- cycliques (round robin, TDMA, jeton et autres multiplexages temporels). Ces techniques qui
figent un cycle d’exécution ne seront pas détaillées mais couvertes par les preuves
d’optimalité proposées. Elles sont largement sous optimales face a nos trafics non-concrets.

- a priorités fixes. Une priorité est attribuée hors-ligne par tdche, le probleme étant de
déterminer la meilleure assignation de priorité possible parmi toutes les permutations
possibles. Toutes les activations d’une méme tdche ayant la méme priorité, elles seront
ordonnancées par ordre d’apparition.

- a priorités dynamiques. Chaque activation de tdche a une priorité propre assignée en-ligne
selon un critére (on se doute qu’en temps réel ['ordre FIFO sera dominé par celui des
échéances absolues). Toutes les activations de tdches ayant la méme priorité seront
ordonnancées par ordre d’apparition.

* le dispatcheur est en-ligne, non-oisif et HPF (Highest Priority First), c.a.d. qu’il exécute sans
attente les activations de tdches présentes en file d attente par ordre de priorité, s’il n’y a pas
de blocage (absence de préemption, verrou...).

Cette définition usuelle d’un algorithme d’ordonnancement peut conduire a des inversions
de priorités si un blocage résulte, par exemple, de 1’absence de préemption ou d’un mécanisme
de controle d’accés a une ressource partagée. L’avantage est alors de pouvoir cerner la
déviation de I’ordonnancement HPF pur (préemptif sans blocages) en identifiant les pires
inversions de priorités possibles.

L’inconvénient relatif est de décrire le probléme en faisant porter par la solution (le
dispatcheur) I’expression de contraintes qui semblent plus naturellement faire partie des
hypotheses du client (partage de ressource, acceés décentralisé, comportement préemptif/non-
préemptif... ).

La convention utilisée pour nommer les algorithmes d’ordonnancement s’inspire de la
littérature. Dans le cas :

* préemptif, non-oisif, nous utiliserons simplement la technique d’assignation de priorités
pour nommer [’algorithme d’ordonnancement (les autres termes sont des options par
défaut). Par exemple :

- HPF-RM-Préemptif-NonQisif sera noté RM (cf. chapitre IV.3.2.2. p. 36).
- EDF-Préemptif-NonQisif sera noté EDF (cf. chapitre IV.2.1. p. 28).

* non-préemptif et non-oisif, nous ajouterons le préfixe NP. Par exemple EDF-
NonPréemptif-NonOisif sera noté NP-EDF (cf. chapitre VIL.2. p. 69).

1.3.2. Analyse de propriété

L’analyse préalable de la faisabilité d’un trafic conduira le fournisseur a établir un test
permettant de vérifier la Propriété 1 p. 11 ou la Propriété 2 p. 11. Typiquement, ce test sera basé
sur I’identification des scénarii d’activation pires cas et de bornes sur I’intervalle d’étude.
Suivant le cas le test sera une condition de faisabilité :

* nécessaire et suffisante si : Propriété <=> condition.
* ou a moindre colt, suffisante si : Propriété <= condition.

* ou parfois (lors d’étapes intermédiaires), nécessaire si : Propriété => condition.
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L’analyse préalable de 1’optimalite/efficacité d’un algorithme d’ordonnancement (cf.
Propriété 3 p. 11) conduira typiquement le fournisseur a utiliser des raisonnements de
permutation pour établir I’optimalité et a des calculs de bornes pour mesurer 1’efficacité.

L’analyse préalable du coiit de mise en oeuvre des tests (cf. Propriété 4 p. 12) conduira le
fournisseur a prouver que ceux-ci sont pseudo-polynomiaux en majorant les colits de mise en
oeuvre et en utilisant des bornes sur les variables du probléme.
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lll. Outils

Nous nous constituons ici une “boite a outils” pour traiter nos problemes
d’ordonnancement. Ces outils vont nous permettre de préciser les propriétés “temps réel”
examinées et sont pour la plupart issus de la littérature ou des deux rapports co-signés [George
et al. 1996] et [Hermant et al. 1996]. Plus précisement, nous introduisons :

* quelques concepts de base en ordonnancement temps réel (cf. chapitre III.1. p. 15).
* les périodes occupées qui seront largement utilisées (cf. chapitre I11.2. p. 16).

* les référentiels d’ordonnancement et les définitions résultantes (cf. chapitre I11.3. p. 20).

Quelques concepts dépendants du contexte ou faisant appel a des démonstrations
spécifiques seront introduits ponctuellement dans la suite.

lll.1. Concepts de base

Un trafic non-concret T (cf. Définition 2 p. 9) est caractérisé par les définitions suivantes :

n
Définition 9 - [Liu and Layland 1973]. U = Zi _ 1Ci/Ti est la charge maximale que T peut
imposer a un serveur.

Notons que dans le cas centralisé, une condition nécessaire évidente pour la faisabilité de
T par tout algorithme d’ordonnancement est que U < 1.

Définition 10 - Le scénario critique d’une tdche est le scénario d’activation W de T conduisant au
pire temps de réponse de cette tdche.

Notons que ce scénario critique dépend de I’algorithme d’ordonnancement utilisé.

Définition 11 - Un instant synchrone (ou scénario synchrone) est un instant ot toutes les taches
de T sont activées simultanément puis périodiquement ensuite.

A titre d’exemple, pour un instant synchrone 0 nous avons i O [1,n], s = 0.

Définition 12 - [Liu and Layland 1973]. T utilise pleinement un serveur pour un algorithme
d’ordonnancement P s’il est faisable par P et si [’augmentation de la durée d’exécution d’une de ces
tdche conduit T a n’étre plus faisable par P. Nous dirons que ce trafic est P-critique(T).

Definition 13 - [Leung and Merril 1980]. Pour tout T, P = ppcmy _; . { T} est la période de
base, c.a.d. un cycle tel que le scénario d’activation des tdches se reproduit similairement si les
activations des tdches sont périodiques.

Notons que méme en présence d’un nombre limité de taches la valeur de P peut étre
grande si les périodes sont premicres entre elles.

Définition 14 - [Baruah et al. 1990b]. Soit le scénario synchrone en 0 sur 1, la charge cumulée
W(t) (respectivement \N(t) ) représente en tout t= 0 la somme des durées d’exécution de toutes
les activations de tdches arrivéedans ['intervalle [0, t[ (respectivement [0, t] ). Nous avons :

S vTG
Yo A+ VTG

W(t)

W(t)
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Définition 15 - [Baruah et al. 1990b]. Soit le scénario synchrone en 0 sur T, la demande
processeur N(t) représente, en tout t =2 0, la somme des durées d’exécution de toutes les activations
de tdaches arrivées dans l'intervalle [0,1] et dont les échéances absolues sont dans cet intervalle.
Nous avons :

h(t) = 3 _,max(0,1+| (t-D)/T; )C; = T, . (1+] (t=D)/T; )C;.

La Figure 2 illustre, pour une tdche d’indice i, ces deux derniers concepts largement
utilisés dans la suite. Comme nous pouvons le voir, la charge cumulée ne fait appel qu’aux
instants d’activations des taches alors que la demande processeur fait appel aux instants
d’activations et aux échéances absolues des taches. Dans les deux cas, pour tout t >0, ces
fonctions sont discontinues, positives et croissantes.

Figure 2 : Charge cumulée et demande processeur en 7, d’une tiche d’indice i

- Ti - |
C.
N I
S | by b
| |

Pour cet exemple, D; <T; et 2T, <t <2T, + D;, nous avons donc:
W, (1) = [t/Ti—‘Ci = 3C;
h;(t) = max(0, 1+ L(t_Di)/TiJ)Ci = 2C,

Dans le cas centralisé, quel que soit I’algorithme d’ordonnancement P, une condition de
faisabilité nécessaire pour un trafic non-concret T s’énonce trivialement comme suit. Nous
verrons que cette condition est aussi suffisante pour 1’algorithme EDF (cf. chapitre V.1. p. 41)
et qu’il est possible d’en déduire une mesure de ’efficacité des algorithmes (cf. chapitre
VIL.1.2.2.p. 54).

Lemme 1 - Soit T, un trafic non-concret. Si 1 est faisable alors:

Ot, h(t) <t.
Preuve. Construisons w, un scénario d’activation possible de T. Soit 0, un instant synchrone
pour toute tiche T; de T. Comme I’inter-arrivée minimale de T; est 7}, il peut donc y avoir
max(0, 1 + |_(t -D;)/ TiJ) activations de T; arrivées, et ayant une échéance absolue, dans
l’ir}]tervalle [0,t]. Ainsi quelque soit ¢ positif, il doit étre possible d’exécuter
Zi _,max(0, 1+ | (t=D;)/T; )C; dans [0, t] si par hypothése T est faisable par . O

lll.2. Période occupée

Nous introduisons ici ce concept, d’abord pour caractériser 1’activité du serveur
(typiquement un processeur) puis en le spécialisant ensuite en fonction des priorités utilisées
(cf. chapitre I11.2.2. p. 19).
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lll.2.1. Période occupée du processeur

Définition 16 - Une période occupée du processeur est un intervalle de temps durant lequel le
processeur est continuellement occupé a exécuter des activations de tdches.

En présence d’un scénario d’activation , un algorithme d’ordonnancement non-oisif
donne lieu une succession de périodes occupées et de périodes inoccupées du processeur, c.a.d.

toute période telle qu’aucune activation de tdche ne soit en attente d’étre servie!.

Parmi toutes les périodes occupées possibles, nous allons plus particulierement nous
intéresser a la période occupée résultant du scénario synchrone (cf. Definition 11 p. 15). Ce
concept, implicitement introduit dans [Liu and Layland 1973], a été largement utilisé par la
suite, aussi bien pour I’étude des algorithmes a priorités fixes qu’a priorités dynamiques.

Définition 17 - [Liu and Layland 1973]. Soit T, un trafic non-concret quelconque et le scénario
d’activation synchrone en 0 des tdches de 1. La période occupée du processeur allant de 0 jusqu’a
Uinstant L, marquant le début de la prochaine période inoccupée du processeur, est appelé la période
occupée synchrone du processeur.

Cette période occupée synchrone du processeur est importante car elle est, comme nous
allons le voir, la plus contraignante en terme de faisabilité dans le cas préemptif. La valeur de
L est donné par la charge cumulée W(L) (cf. Definition 14 p. 15). Elle se calcule récursivement
comme suit : étant donné un intervalle [0, t[ avec un instant synchrone en 0 et une activation
périodique ensuite, 1’idée est de comparer la charge cumulée W(t) avec la longueur t de
I’intervalle. Si W(t) est plus grand que t alors, d’apres la Définition 17 p. 17, la durée de la
période occupée synchrone du processeur est au moins égale a W(t) . L’argument est reconduit
sur W(t), W(W(1)), ..., jusqu’a ce qu’on trouve une valeur égale a la précédente (c.a.d. un
passage en file vide, éventuellement ponctuel car I’intervalle est ouvert a droite).
Formellement, L est le point fixe de 1’équation récursive suivante :

$7=3¢

0
AV =wl™) = 57 LT e

On le voit, le calcul est n?rrété lorsque deux valeurs consécutives L™ et LMD sont
égales. L est alors égale a L™ et nous trouvons bien la premiere solution de :
L = W(L). (2)

[Liu and Layland 1973], [Katcher et al. 1993] (respectivement [Ripoll et al. 1996])
montrent que la période occupée synchrone du processeur est la plus longue période occupée
possible pour tout trafic non-concret T tel que OiO[1,n], T, = D; (respectivement

Ui O[1,n], T, <D;). Nous étendons facilement ce résultat en présence de trafics généraux
(c.a.d. non-concrets sans relations sur les parametres T; et D; des taches).
Lemme 2 - [George et al. 1996]. Soit T, un trafic non-concret quelconque. Si L est la longueur de la

période occupée synchrone du processeur et L' la longueur de toute autre période occupée du
processeur, alors L= L".

Preuve. Soit une période occupée du processeur démarrant a I’instant 7 et de longueur L'. Par
définition, cette période est nécessairement précédée par une période inoccupée du processeur,
I’instant ¢ coincide donc avec une activation de tache et toutes les autres tdches ont une
premicre activation a un instant supérieur ou égal a ¢.

1. Notons qu’une période inoccupée peut avoir une durée nulle si une activation de tache arrive en fin d’une période
occupée.
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Modifions maintenant ce scénario d’activation par un décalage vers la gauche des
activations de taches, de fagon a obtenir le scénario d’activation synchrone en ¢ (cf. Definition
17 p. 17). Comme W(L'), la charge cumulée entre 7 et t + L' ne peut pas avoir diminué suite a
ce décalage, alors la longueur de la période occupée du processeur ainsi obtenue ne peut pas
avoir diminuée. En d’autres termes L > L'. )

Notons que la propriété établie par ce lemme ne dépend pas de 1’algorithme
d’ordonnancement choisi, préemptif/non-préemptif, a priorités fixes/dynamiques, dés lors que
celui-ci est non-oisif. En fait, la durée d’une période occupée du processeur dépend uniquement
du scénario d’activation des taches.

Voyons maintenant que 1’éq. (1) est convergente.

Lemme 3 - [Hermant et al. 1996]. Si la charge U = z C,/T,£1, alors Iéq. (1) converge en un
nombre fini d’itérations. !

Preuve. Soit P la période de base multiple de toutes les périodes (cf. Définition 13 p. 15). Nous avons :

W(P) = Zi(P/Ti—ICi = Pzici/Ti = U[P (avec UP<P car U<1).

Si par hypothéese, LM<y [P, alors :
(m+1) _ (m) -
L =y L™/ T ey [(UPYTIC < S, [P/TIC = UP.
Comme LY = z C,< W(P) = U [P il vient par récurrence que L™ est bornée par U [P
i
Si par hypothéese, LMD 5 (M , alors :
(m+2) _ (m+1) (m) — | (m+1)
L =y L™l s L™ e = LMY
Comme L® = Zi[L(l)/TiWCiZZ.Ci = LD il vient par récurrence que L™ est
|

croissante.
L™ est bornée et cr01ssante elle est donc convergente. De plus, a chaque itération
1nterme:d1&11r§3r 1la valeur de L' augmente d’aumoins min,(C;). La valeur finale de L, atteinte
lorsque L est égale a L™, est donc atteinte en un nombre fini d’itérations.

Si par hypothese, la charge U <c<1, alors la complexité du calcul de L est pseudo-
polynomiale. [Leboucher and Stefani 1995] et [Spuri 1996] établissent ce résultat a I’aide de
quelques manipulations algébriques. Dans [Hermant et al. 1996], ce calcul est précisé.

Lemre 4 - [Hermant et al. 1996]. Si l’on pose les constantes 0T = max(T,)/min(T;), U<sc<1
coiit d’une opération élémentaire, la complexité du calcul de L est pseudo-polynomlale en

et & Ig
O(4n f(c/(l c)) BT IE).
Preuve. Le colt pour résoudre I’Equation (1) p. 17 est égal au nombre d’itérations que
multiplie le colit de chaque itération.

Un majorant possible sur le nombre d’itérations est égal a z |_L/ T—| c.a.d. au nombre
d’activations de taches dans ’intervalle [O, L[. Or:

:Zi{%wcisz&ﬁ%%i=Zici+LZi%iszC+CLED% zlcm (3)
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Comme Zi C < Zi Tii [max (T;) < ¢ Cmax(T;), nous avons le majorant suivant sur le

nombre d’itérafions: c
Zi (L/Ti—l < n[m EBT—‘.

A chlaque itération, le nombre d’opérations élémentaires (pour résoudre 1’équation
+

LM+~ i L m/Ti—|Ci et la comparer a la valeur de L ) est égal a 4n& (plus

précisément n-/ additions, »n divisions, » multiplications, n parties supérieures et une

comparaison). [ c

(1-c)

Le colit du calcul de L est donc majoré par 4n°

EBTWE. m

ll.2.2. Période occupée de priorité maximale

Il est possible de spécialiser le concept de période occupée en le rapportant au type de
priorité utilisé (cf. Figure 3). Nous en conservons volontairement les appellations anglophones
usuelles et concises. Dans le cas des priorités fixes, on parle de level-i busy period.

Définition 18 - [Lehoczky 1990]. Une level-i busy period est une période occupée du processeur
durant laquelle seules des activations de tdches ayant une priorité supérieure ou égale a 1; (la tdche
d’indice i) sont exécutées.

De facon similaire, nous introduisons dans [George et al. 1996] le concept de deadline-d
busy period qui fait référence a une échéance absolue, c.a.d. une priorité dynamique.

Définition 19 - [George et al. 1996]. Une deadline-d busy period est une période occupée du
processeur durant laquelle seules des activations de tdches ayant une échéance absolue inférieure ou
égale a l'instant d sont exécutées.

Figure 3 : Périodes occupées de priorité maximale

[ | | [ | |
[ 1 level-i busy period.
1 exécution de tdches ayant une priorité inférieure a celle de la tdche d’indice i.

|
| [ | | V |

d
1 deadline-d busy period.
[ 1 exécution d’activation de tdches ayant une échéance absolue supérieure a d.

Les périodes occupées de priorités maximales font donc référence a un type de priorité.
Contrairement aux périodes occupées du processeur, elles sont donc conditionnées par
I’algorithme d’ordonnancement utilisé et pas uniquement par le scénario d’activation. La
Figure 3 peut ainsi correspondre au méme scénario d’activation (et donc a la méme période
occupée du processeur, cf. chapitre II1.2.1. p. 17) mais la disposition interne des périodes
occupées de priorités maximales différe en fonction de 1’algorithme d’ordonnancement utilisé.

Les outils suivants, basés sur de telles périodes occupées de priorités maximales, seront
développés dans la suite, en fonction des algorithmes d’ordonnancement étudiés, pour :

« identifier les scenarii d’activation pires cas et tester la faisabilité de trafics non-concrets T,

» effectuer les calculs de pires temps de réponse de toute tiche T; de T,

* borner les intervalles d’études par tache T;.
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Définition 20 - Par tiche T; :
* W g est la longueur de la level-i busy period conduisant a r; ., le pire temps de réponse de la
(q+9)’eme activations de la tdche T;.
* Ly(@) est la longueur de la deadline(a+D;) busy period conduisant a ri(a), le pire temps de
réponse de l’activation de la tdche T; arrivée a l'instant a.

* L; est une borne sur W; qr O Li(a), au dela de laquelle il n’est plus possible d’obtenir r; le pire
temps de réponse de la tache T;. Du Lemme 2 p. 17, nous savons que L; < L.

Nous identifierons lors de la partie B les algorithmes d’ordonnancement préemptifs qui
utilisent ces notions et verrons comment les calculer. La partie C adaptera ces résultats en
contexte non-préemptif non-oisif.

l1.3. Référentiel d’ordonnancement

Au-dela des concepts classiques en ordonnancement temps réel, nous précisons
maintenant notre cahier des charges. En effet, comme indiqué précédemment, les concepts
usuels de faisabilité (cf. Définition 4 p. 10) et d’optimalité (cf. Définition 6 p. 11) peuvent étre
ambigus.

A titre d’exemple, une lecture rapide des résultats peut faire apparaitre que des algorithmes
aussi différents que Earliest Deadline First (EDF) et Deadline Monotonic (DM) sont optimaux
sans pouvoir les départager. Comme nous le verrons lors de la partie B, EDF' et DM sont bien
optimaux pour des trafics non-concrets vérifiant T;=2D; Ui 0O[1,n], mais parmi un
ensemble plus restreint de solutions algorithmiques possibles pour DM.

Une lecture plus attentive des résultats permet bien sur de faire la différence. Cependant,
afin de lever toute ambiguité sur I’ensemble des résultats énoncés, nous utiliserons le concept
de référentiel d’ordonnancement introduit dans [Hermant et al. 1996] par notre co-auteur L.
Leboucher ainsi que quelques définitions résultantes'. Celles-ci sont abstraites pour I’instant
mais prendront leur intérét lors des parties suivantes. Nous précisons juste la définition de la
faisabilité retenue et la discuterons lors du chapitre I111.3.2. p. 22.

lll.3.1. Concepts de base

Définition 21 - [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Un Référentiel d’ordonnancement 2
est un couple (Y,[N) oit Y est un ensemble de trafics et Tl un ensemble d’algorithmes
d’ordonnancement.

En d’autres termes, Y représente un probléme posé en termes de trafics (par exemple
O(tdY), did[1,n], T, = D;)et I les solutions algorithmiques envisagées (par exemple
uniquement les algorithmes préemptifs a priorités fixes).

Les référentiels d’ordonnancement permettent aussi de définir rigoureusement les
propriétés “temps réel” que 1’on cherche a vérifier dans 2, la faisabilité en particulier qui sert
de référence aux autres propriétés.

Nous attirons I’attention du lecteur sur le fait que plusieurs définitions de la faisabilité d’un
trafic sont possibles dans Z et que la validité des résultats obtenus en dépend. Nous précisons
ici la définition implicitement utilisée dans [Hermant et al. 1996] et retenue pour la suite de ce
travail. Nous discuterons brievement lors du chapitre VI.1.2. p. 52, de 'impact d’autres
définitions possibles de la faisabilité dans 2.

1. Elles sont développées dans [Leboucher 1998].

20



Définition 22 - Soit Z=(Y, ) un référentiel d’ordonnancement. Soit QU et Y un trafic
non-concret, Q(1) = (HDw T, Q(w)) signifie que tout trafic concret W issu de T vérifie Q(W),
c.a.d. est ordonnangable de facon valide par Q. On dit alors que T est Q-faisable.

Définition 23 - Soit Z=(Y, M) un référentiel d’ordonnancement. Soit TUY un trafic non-
concret, T est dit Z -faisable si et seulement si: ([1Q 0N , Q(1)).

Cette définition précise et remplace la Définition 4 p. 10. Notre cahier des charges
considerant des trafics non-concrets T (cf. Hypothése 1 p. 9), des algorithmes en-ligne, non-
probabilistes (cf. Hypothése 2 p. 10) et des tests de faisabilité les moins couteux possibles, la
définition choisie ici impose que tout scénario d’activation W d’un trafic non-concret T soit
ordonnancable par un méme algorithme dans 1 pour que T soit déclaré faisable dans 2.

La complexité des tests de faisabilité (cf. Propriété 4 p. 12) dépend par définition de
I’énoncé de la faisabilité choisi. Voyons ce qu’il en est de I’optimalité (cf. Propriété 3 p. 11).

Définition 24 - [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Soit Z=(Y,[) un référentiel
d’ordonnancement. P L T1 est dit Z-optimal si et seulement si:

(Ot Oy ), (OM, Q(r)) U P(1).

En d’autres termes, un algorithme  -optimal est un algorithme qui sait ordonnancer tout
trafic non-concret T 2 -faisable (c.a.d. ici tel que tous ses scénarii d’activation soient
ordonnancables par un méme algorithme dans ). Cette définition de la 3 -optimalité est bien
conditionnée par la définition précédente de la 2 -faisabilité (sur le coté gauche de
I’implication), elle remplace dorénavant la Définition 6 p. 11.

Nous pouvons maintenant faire explicitement référence a un ensemble d’algorithmes
d’ordonnancement et un ensemble de trafics pour exprimer la notion de faisabilité et
d’optimalité. L’ambiguité est donc levée.

De nombreux autres concepts peuvent se déduire des référentiels d’ordonnancement (cf.
[Leboucher 1998]). Nous précisons juste ici ceux qui seront cités ou utilisés dans la suite.

Définition 25 - [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Soit Z=(Y,[), un référentiel
d’ordonnancement. L’ensemble des trafics Z-faisables, X(Z) = {t0OY, (P OM ,P(1))} , est

appelé la  Z-région.  Similairement, [’ensemble des trafics P-faisables, [P [T1 |
X(Z,P) = {1 0OY, P(1)} , est appelé la Z-région de P.

Figure 4 : 2-région

[]
[ ] x(%), la Z-région
=

X(Z, P), la >-région de P
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Au-dela de I’optimalité, la Propriété 3 p. 11, fait aussi référence a notion d’efficacité des
algorithmes. Nous rappellerons comment L. Leboucher formalise cette notion lors du chapitre
VI.1.2. p. 52. Voyons dans un premier temps comment il caractérise I’ensemble Y pour les
trafics non-concrets T qui nous intéressent (cf. Hypothese 1 p. 9).

Définition 26 - [Leboucher 1997], [Leboucher 1998]. Soit T et T deux trafics non-concrets et
A, un réel positif :

* le trafic non-concret constitué du produit cartésien’ de I’ensemble des scénarii d’activation o de
T avec l'ensemble des scénarii d’activation W’ de T' est appelé I’addition de T etT' . Il est noté
T+T = {(w W)/ 1w [0} (une loi de composition interne associative).

* similairement, le trafic non-concret constitué des tdaches de T avec une durée d’exécution
multipliée par N est appelé la multiplication de T par N (un opérateur associatif).

Définition 27 - [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Une tdche périodique non-concreéte est
caractérisée par un couple (T,D) ou T est la période et D [’échéance relative de la tdche. Si T est une
addition de tdches périodiques non-concrétes, T est appelé un Trafic Périodique Non-concret (TPN).
Un référentiel d’ordonnancement périodique est alors un référentiel d’ordonnancement Z=(Y, ) oil
Y est un ETPN, c.a.d., un Ensemble de Trafics Périodiques Non-concrets.

Nous utiliserons indifféremment les notations T et TPN dans la suite. En effet, comme les
trafics non-concrets qui nous intéressent sont caractérisés par une pire densité d’activation, les
problémes d’ordonnancement étudiés dans la suite pourront étre modélisés par des référentiels
d’ordonnancement ou Y est un ETPN.

I1 doit étre clair que Y étant caractérisé par un ensemble de couples (T,D), tout TPN (c.a.d.
tout trafic périodique non-concret T) dont les taches sont instanciées a partir de ces couples fait
partie de Y. Ceci quelle que soit la durée d’exécution des dites taches et le nombre de taches
utilisant le méme couple (T,D).

111.3.2. Discussion

2 permet donc de poser les problémes d’ordonnancement en termes (1) de trafics, (2) de
solutions algorithmiques envisagées et (3) de propriétés a démontrer. Lors des parties
suivantes, nous utiliserons la Définition 23 p. 21, de la X -faisabilité et la Définition 24 p. 21,
de la X -optimalité pour proposer un panorama puis quelques extensions a I’ordonnancement
temps réel “traditionnel”. Ceci sera obtenu en variant les trafics et les solutions algorithmiques
considérées dans 2.

2 ouvre cependant une perspective plus large en jouant aussi sur I’énoncé des propriétész.
Nous illustrons rapidement ceci sur les propriétés de faisabilité et d’optimalité. Notre but n’est
pas de savoir si I’un des énoncés proposé (il y en a d’autres) est meilleur que les autres mais
simplement d’attirer encore une fois I’attention du lecteur sur I’intérét de 2 pour :

« fixer le domaine de validité d’un résultat d’ordonnancement
* couvrir différentes motivations applicatives (d’ailleurs plus ou moins pertinentes).
Rappelons (cf. Définition 22 p. 21) que Q(w) signifie que le scénario d’activation w est

ordonnangable par I’algorithme Q et Q(1) = (Hw O T, Q(w)) signifie que tous les scénarii
d’activation w de T sont ordonnangables par I’algorithme Q (on dit que T est O-faisable).

1. Il ne peut s’agir de I’union qui conduirait a T+T=T et non 2T comme attendu en préemptif (cf. chapitre VI.1.2. p. 52)
2. On imagine le nombre de problémes possibles en variant les trafics, les solutions algorithmiques et les propriétés.
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I1 est possible pour commencer de s’en tenir aux trafics concrets w (par exemple si I’on
dispose d’un ensemble de scénarii d’activation sans liens apparents). La flexibilité offerte sur
I’énoncé des propriétés est alors relativement faible.

Définition 28 - Soit Z=(Y, ) un référentiel d’ordonnancement. Soit W U Y un trafic concret,
W est dit Z-faisable si et seulement si: (1Q OINM , Q(w)).

Définition 29 - Soit Z=(Y, ) un référentiel d’ordonnancement. P T est dit Z-optimal si et
seulement si: (Ow Y ), (CQ UM , Q(w)) O P(w).

Cette derniére définition impose que tout scénario d’activation ordonnangable dans
puisse étre ramené a un ordonnancement valide par un algorithme 2 -optimal. Il est clair que
trouver un tel algorithme dans un référentiel est intéressant mais aussi difficile. Nous verrons
ainsi que, parmi les résultats énoncés dans la suite, seul 1’algorithme EDF peut éEtre
systématiquement qualifié de > -optimal avec cette définition (cf. Théoreme 1 p. 29).

Si nous revenons sur les trafics non-concrets T, la flexibilité offerte sur 1’énoncé des
propriétés est plus importante. Voyons ainsi comment il est possible de relaxer
progressivement la Définition 23 p. 21, de la faisabilité dans un méme référentiel Z .

Si le besoin applicatif est que tout scénario d’activation wde T soit ordonnangable par au
moins un (et non par un méme) algorithme dans I pour que T soit déclaré Z -faisable, nous
avons :

Définition 30 - Soit Z=(Y,) un référentiel d’ordonnancement. Soit T 1Y un trafic non-
concret, T est dit Z -faisable si et seulement si: Ow O T, (Q 0N , Q(w)).

L’intérét de cette définition est que I’ensemble des trafics 2 -faisables augmente en
comparaison de la Définition 23 p. 21, puisque T peut étre dit X -faisable, méme si un choix
parmi un ensemble d’algorithmes est nécessaire pour ordonnancer correctement tous ses
scénarii d’activation. Comme il parait naturel de vouloir éviter un tel choix en-ligne, il est alors
important de trouver un algorithme X -optimal. L’inconvénient est alors que cette algorithme
doit maintenant vérifier :

Définition 31 - Soit Z=(Y, ) un référentiel d’ordonnancement. P T est dit Z-optimal si et
seulement si: (T LY ), (OO 1, (Q LM , Q(w))) O P(1).

La > -faisabilité intervient dans la partie gauche de I’implication utilisée pour énoncer la
2 -optimalité. Relaxer la > -faisabilité conduit donc a durcir la Z-optimalité qui s’énongait
auparavant : (Ot 0¥ ), (Q UM , Q(t)) U P(1), par la Définition 24 p. 21.

Si le besoin applicatif est qu’au moins une instanciation concréte w de T soit
ordonnancable par un algorithme dans 1 pour que T soit déclaré Z -faisable, nous avons :

Définition 32 - Soit Z=(Y, M) un référentiel d’ordonnancement. Soit T 1Y un trafic non-
concret, T est dit Z -faisable si et seulement si: [ [0 T, (LQ OMN , Q(w)).

L’intérét est ici encore d’augmenter I’ensemble des trafics non-concrets 2 -faisables.
L’utilisation pratique d’une telle définition ne pourra étre la méme cependant puisque seule une
instanciation concréte w de T sera ordonnangable a coup sur si T est 2-faisable. 1l faudra, par
exemple, I’identifier lors d’une analyse préalable ayant pour objectif de fixer le scénario
d’activation opérationnel w par trafic non-concret T. Malheureusement, la 2 -optimalité va
encore €tre rendue plus difficile a établir.

Définition 33 - Soit Z=(Y, ) un référentiel d’ordonnancement. P T est dit Z-optimal si et
seulement si: (OT LY ), (OwO 1, (CQ OM , Q(w))) O P(1).

Cette derni¢re définition de la 2 -optimalité est en effet trés restrictive puisque P doit
ordonnancer tous les scénarii d’activation w de T des lors qu’un algorithme dans 2 sait
ordonnancer 1’un d’entre eux.
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Si I’on souhaite étre moins restrictif, il est possible d’adopter la définition suivante qui
signifie que P doit ordonnancer au moins un scénario d’activation w de T dés lors qu’un
algorithme dans 2 sait en ordonnancer au moins un.

Définition 34 - Soit Z=(Y, ) un référentiel d’ordonnancement. P U T est dit Z-optimal si et
seulement si: (T LY ), (OO 1, (Q UM, Q(w))) O ('O 1, P(w")).

Notons que cette derniere définition modifie I’approche précédente puisqu’en plus de
repercuter la > -faisabilité sur la partie gauche de I’implication, nous avons aussi relaxé a droite
la condition a vérifier par 1’algorithme Z -optimal.

En conclusion, on voit bien sur ces exemples qu’il est possible de varier a volonté la
définition des proprités que 1’on souhaite vérifier dans 2 mais que la motivation applicative
sous-jacente est fondamentale. D’autres propriétés existent (dominance, efficacité...) pour
lesquelles il serait aussi possible de varier les définitions. Une question ouverte par ces
quelques exemples est de systématiser les référentiels Z et les définitions de propriétés pour
lesquels les résultats d’ordonnancement présentés dans la suite s’appliquent.
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Partie B: Ordonnancement temps réel
centralisé préemptif

Cette partie est consacrée a I’ordonnancement centralisé préemptif en présence de trafics non-
concrets T. Depuis [Liu and Layland 1973], la publication de référence en ordonnancement temps
réel, ce probléme a été largement étudié. Deux approches existent mais n’offrent pas vraiment de
points de comparaison en termes d’outils et de performances. La premicre se base sur les priorités
fixes, simples a implémenter, alors que la seconde s’intéresse aux priorité dynamiques,
théoriquement supérieures (dont les résultats seraient plus optimaux en quelque sorte !!!). L’objet
de cette partie est de donner quelques éléments de comparaison entre ces deux points de vue.

Le chapitre IV. p. 28, commence par homogénéiser I’énoncé des résultats connus en termes
d’optimalité, de faisabilité et de pires temps de réponse. Ces résultats sont assez complets mais
quelques extensions/discussions sont toutefois proposées au chapitre V. p. 41.

Le chapitre VI. p. 51, donne ensuite quelques éléments de comparaison en termes d’efficacité
des algorithmes d’ordonnancement ainsi que du colit des tests de faisabilité associés. Une synthese
sera proposée lors de la Partie D au regard des propriétés posées dans le cahier des charges, et
illustrée par quelques applications numériques.

Les résultats présentés dans cette partie sont en grande partie issus des deux rapports [Hermant
et al. 1996] et [George et al. 1996].
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IV. Etat de I’art

IV.1. Introduction

Le principal objectif des travaux existants est de coupler un algorithme d’ordonnancement
optimal avec un test nécéssaire et suffisant pseudo-polynomial, basé ou non sur le calcul des pires
temps de réponse des taches. L’ordonnancement temps réel centralisé préemptif a fait I’objet de
nombreux travaux. La Table 3 qui suit ne doit pas étre considérée comme une liste exhaustive des
publications dans ce domaine mais davantage comme une synthése des principaux résultats en
notre connaissance.

Table 3 : Principaux résultats préemptifs

Priorités dynamiques, Priorités fixes,
cf. chapitre IV.2. p. 28 cf. chapitre IV.3. p. 35
Optimalité [Liu and Layland 1973], [Liu and Layland 1973],
[Dertouzos 1974], [Leung and Whitehead 1982],
[Mok 1983] [Audsley 1991]
test donnant la [Liu and Layland 1973], [Leung and Merril 1980], | (conditions suffisantes uniquement)
faisabilité seule [Baruah et al. 1990],[Baruah et al. 1990b], [Liu and Layland 1973],
[Katcher et al. 1993], [Shin and Zheng 1994], [Lehoczky 1990]
[Ripoll et al. 1996]
test donnant la [Spuri 1996] [Leung and Whitehead 1982],
faisabilité et les [Joseph and Pandya 1986],
pires temps de [Lehoczky 1990],
réponse [Burns et al. 1994]

Les algorithmes d’ordonnancement temps réel considérés sont HPF’, préemptifs non-oisifs et
se distinguent par leurs techniques d’assignation de priorités (cf. Définition 8 p. 13). Nous
examinons ici les résultats connus, d’abord en présence de priorités dynamiques (cf. chapitre I'V.2.
p. 28) puis de priorités fixes (cf. chapitre IV.3. p. 35). Notons que :

* nous suivrons ’ordre dans lequel ont été introduits les outils et les résultats en relaxant
progressivement les relations particulicres entre les parametres des tdches. Nous utiliserons
cependant systématiquement le concept de référentiel d’ordonnancement (cf. Definition 21
p. 20) afin de lever toute ambiguité sur les énoncés. Les cases grisées sont celles pour
lesquelles quelques extensions/discussions sont proposés lors du chapitre V. p. 41.

* notre cahier des charges ne prend pas en compte les problemes d’implantation physique. le
lecteur intéressé trouvera des informations sur ces sujets dans [Yuan 1991] et [Spuri 1995]
pour EDF et dans [Audsley 1995] pour les priorités fixes.

IV.2. Priorités dynamiques

IV.2.1. Généralités

Les algorithmes d’ordonnancement a priorités dynamiques sont caractérisés par une
assignation des priorités qui procede en-ligne par activation de taches (cf. Définition 8 p. 13), et
non par tache, hors-ligne, comme c’est le cas des algorithmes d’ordonnancement a priorités fixes.
Ainsi, I’algorithme préemptif, non-oisif, Earliest Deadline First (noté EDF dans la suite), assigne
dynamiquement les priorités aux activations de taches en fonction de leurs échéances absolues. A
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tout instant, I’activation de tache en file d’attente ayant I’échéance absolue la plus proche se voit
donc assigner la plus haute priorité par EDF. Notons que :

* EDF conduit a un résultat d’optimalité trés général qui se traduira par une efficacité maximale
lors du chapitre VI.1. p. 51.

« dans I’état de I’art, contrairement aux algorithmes a priorités fixes, I’établissement d’un test
nécéssaire et suffisant pour la faisabilité d’un trafic par EDF n’est pas nécessairement lié au
calcul des pires temps de réponses des taches. Nous séparerons donc ici I’exposé des résultats
traitant de la faisabilité seule de ceux traitant des pires temps de réponse.

IV.2.2. Optimalité

Le résultat suivant s’applique a un référentiel d’ordonnancement tres général en termes de
trafics et d’algorithmes d’ordonnancement.

Théoréne 1 - [Dertouzos 1974]. EDF est Z-optimal dans un référentiel d’ordonnancement Z= (Y, 1)
o Y contient tout trafic (concret ou non-concret) et Il contient tout algorithme d’ordonnancement
(préemptif ou non-préemptif, oisif ou non-oisif, a priorités fixes ou dynamiques).

La preuve de Dertouzos montre qu’il est toujours possible, par permutation, de transformer un
ordonnancement valide quelconque en un ordonnancement EDF valide. Autrement dit quelque soit
soit le scénario d’activation w ordonnangable, alors w est ordonnangable par EDF’ (ce que nous
notons EDF(w)). Ce résultat de >Z-optimalité tres fort (cf. Définition 29 p. 23, pour une discussion)
est donc valable pour notre définition de la 2-optimalité (cf. Définition 24 p. 21) qui traite de trafics
non-concrets T et qui s’énonce ici de la fagon suivante : (Ot 0¥ ), (0Q 0N , Q(1)) O EDF(1) ou
Q(1) « (DwO 1, Q(w)) et EDF(1) = (HwU 1, EDF(w)).

Rappelons le principe (trés simple) de cette preuve en partant de m; et m,, les durées
d’exécution consécutive de deux portions de tdche dans un ordonnancement initial valide (cf.
Figure 5). Si les instants d’activations de m; et m, (notés s; et s,) précédent I’exécution de m; alors
le travail correspondant a m; et m, a séjourné simultanément en file d’attente avant d’étre exécutés.
Si de plus I’échéance absolue de m; (notée d;) est supérieure a celle de m, (notée d,) alors I’ordre
d’exécution ne respecte pas EDF. En permutant “a la EDF™ m; et m,, le reste de I’ordonnancement
initial n’est pas modifié car m;+m,=my+m;. Pour la méme raison les échéances absolues d; et d,
sont toujours respectées si par hypothése I’ordonnancement initial est valide. En réitérant ce
raisonnement, I’ordonnancement final est bien celui qu’aurait généré EDF.

Figure S : Permutation a la EDF

S N dZ d]

N N | _
4 T vy | _

e, [ m

Notons que 1’algorithme Least Laxity First (noté LLF, cf. [Mok 1983]), qui a tout instant
exécute 1’activation de tache ayant la plus petite laxité!, a aussi été montré optimal dans certains
contextes. Il est cependant plus complexe a mettre en oeuvre puisqu’il nécessite de connaitre a tout
instant la durée d’exécution restante par activation de tache présente en file d’attente. LLF' conduit

1. échéance absolue moins temps courant moins durée d’exécution restante.
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aussi a plus de préemption que EDF et a de mauvais temps de réponse. Par exemple, si deux
activations de taches ont la méme échéance absolue : avec EDF ’une d’entre elles s’exécutera
prioritairement et sans préemption alors qu’avec LLF ces deux activations se préempteront et
se retarderont mutuellement tant qu’aucune des deux n’aura pas fini de s’exécuter. Comme
enfin les résultats connus en termes de faisabilité avec LLF sont sans comparaison avec ceux
établis pour EDF, nous focaliserons sur ce dernier algorithme méme si nous sommes conscient
qu’une justification plus formelle est a faire.

IV.2.3. Faisabilité seule

IV.2.3.1. Sceénario d’activation pire cas et demande processeur

Un résultat classique de [Liu and Layland 1973] montre que le scénario d’activation
synchrone (cf. Définition 11 p. 15) est le pire en terme de faisabilité pour tout trafic ordonnancé
par EDF. Nous en donnons I’énoncé de [Spuri 1996] plus informatif. [Katcher et al. 1993] puis
[Ripoll et al. 1996] I’établissent préalablement en présence de trafics plus contraints.

Lemme 5 - [Liu and Layland 1973], [Katcher et al. 1993], [Ripoll et al. 1996], [Spuri 1996]. Tout

trafic non-concret T ordonnancé par EDF est faisable si et seulement si aucune activation de tdche ne
rate son échéance durant la période occupée synchrone du processeur.

La preuve montre simplement que si w, un scénario d’activation quelconque de T, conduit
a rater une échéance absolue avec EDF, alors le scénario d’activation synchrone conduit aussi
a rater une échéance. Nous renvoyons le lecteur au Lemme 9 p. 41, pour une démonstration et
un raffinement de ce résultat grace au concept de deadline busy period.

Une conséquence immédiate est qu'une procédure simple, pour établir la faisabilité de tout
trafic non-concret T, consiste a dérouler I’ordonnancement EDF sur la période occupée
synchrone du processeur (cf. Définition 17 p. 17) et a vérifier que les échéances absolues y sont
respectées. Rappelons que la complexité du calcul de L, la taille de cette période occupée, est
pseudo-polynomiale lorsque la charge U <c<1 (cf. Lemme 4 p. 18).

Au-dela des approches procédurales et autres résultats historiques, que nous évoquons
brieévement, 1’approche actuellement utilisée pour tester la faisabilité des trafics avec EDF est
basée sur une évaluation de la demande processeur h(t) sur des intervalles bornés (cf.
Définition 15 p. 16). Rappelons que h(t) représente en tout t =0, avec un instant synchrone
en 0 (cf. Définition 11 p. 15), la quantité maximale des durées d’exécution d’activations de
taches de T arrivées dans I’intervalle [0, t] et dont les échéances absolues sont aussi dans cet
intervalle. Ces activations sont donc exécutées en priorité par EDF.

Une condition nécessaire pour €tablir la faisabilité d’un trafic non-concret T par n’importe
quel algorithme est de vérifier que [Ot=0, h(t)<t (cf. Lemme 1 p. 16). Examinons
maintenant comment cette approche a permis d’obtenir des conditions suffisantes avec EDF,
sous différentes hypotheses sur les parametres de T. Notons que les tests nécéssaires et
suffisants obtenus sont autant de preuves de la Z-optimalité de EDF en présence de trafics non-
concret T dans des référentiels particuliers.

IV232. Lecas D;=T,, i O[1,n]

Le résultat suivant généralise le test nécéssaire et suffisant initialement établi par [Liu and
Layland 1973] danslecas D; = T,, i O [1,n].

Théoreme 2 - [Liu and Layland 1973], [Baruah et al. 1990b]. Soit un référentiel d ordonnancement
2= (Y, ou Y contient tout TPN caractéris¢ par D; 2T, Ui O[1,n] eN  contient tout
algorithme d’ordonnancement. EDF est 3-optimal et [1(T 0 Y), T est EDF-faisable si et seulement si:

Us<1. (4)
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Un TPN est un Trafic Périodique Non-concret (cf. Définition 27 p. 22). L’intérét de ce résultat,
basé sur la charge (cf. Définition 9 p. 15), est d’établir simplement la faisabilité d’un TPN par EDF.
Ce test est trivialement nécessaire puisque pour ce type de trafic, la charge de travail ne peut étre
supérieure a la capacité de traitement pour aucun algorithme. [Baruah et al. 1990b] montrent
qu’elle est aussi suffisante pour EDF (qui est donc Z-optimal) grace au concept de demande
processeur. En effet, si I’on suppose que Ot>0, h(t)<t, comme par hypothése D;=T,,
0i O[1, n], nous avons :

C.
0620, h() = ¥, . (1+]| (t-D)/T, PCi <ty T Stead UsL.
|

IV.23.3. Lecas D;<T;,Ui0[1n]

Dans ce cas il ne peut y avoir simultanément plus d’une activation par tache T; en file d’attente
pour que T soit faisable. En effet, sous I’hypothése D; < T;, Ui U [1, n] , la plus ancienne activation
de T; présente en file d’attente aurait alors nécessairement ratée son échéance absolue.

Historiquement, un test nécéssaire et suffisant fut proposé par [Leung and Merril 1980] en
présence de trafics périodiques concrets w, c.a.d. avec des instants d’activations connus et non
nécessairement synchrones. Ils montrent qu’aprés une période transitoire tout ordonnancement
non-oisif devient cyclique de période P, le ppcm des périodes des taches (cf. Définition 13 p. 15).
Ainsi la faisabilité de w peut alors étre vérifiée en déroulant I’ordonnancement £DF sur I’intervalle
[0, 2P + max{s} ], avec s; I’instant de premicre activation de la tiche w; et min{s} = 0 (cf.
Définition 1 p. 8). Il suffit alors de vérifier que:

* (C1) aucune échéance absolue n’est ratée dans cet intervalle,

« (C2) la configuration! coincide aux instants P + max{ s} et 2P+ max{s} .

Cette condition de faisabilité est procédurale puisqu’on déroule EDF sur un intervalle borné.
Elle est améliorée par [Baruah et al. 1990] qui montrent que (C2) est toujours respectée si U < 1.
(C1) s’opere cependant en un temps exponentiel puisque P est en pire cas fonction du produit des
périodes des taches. Notons d’une part que cette complexité ne cadre pas avec notre cahier des
charges (cf. Propriété 4 p. 12) et d’autre part, que les trafics concrets considérés par cette procédure
ne sont pas ceux qui nous intéressent (cf. Hypothése 1 p. 9).

Le probléme de savoir si un trafic périodique concret w, a priori non synchrone, peut conduire
a un instant synchrone est un probléme NP complet [Leung and Merril 1980]. Avec les trafics non-
concrets T par contre, cette information est connue puisque le scénario d’activation synchrone est
un des scenarii possibles (cf. Définition 2 p. 9). L’intervalle d’étude de (C1) est alors réduit a
[0, P] puisqu’alors max{s} = 0.Iln’y a plus de période transitoire.

I1 est alors intéressant de faire le rapprochement avec le résultat du Lemme 5 p. 30 qui aboutit
au méme pire scénario d’activation périodique, synchrone, en terme de faisabilité pour un trafic
non-concret T. Comme ce dernier résultat limite ’intervalle d’étude a [O,L] avec O<SL<P
lorsque U<c<1 (cf. Lemme 3 p. 18), il est dominant.

Voyons maintenant comment la demande processeur conduit a un test nécéssaire et suffisant,
non procédural, pour les trafics non-concrets. Tout d’abord, comme les échéances relatives sont
inférieures ou égales aux périodes (par hypothese que D; < T;, Ui 0 [1, n] ), nous avons :

h(t) = 37 max(0,1+| (t-D)/T; )C; = ¥, (1+| (t-D)/T; )C;.

1. définie par Leung et Merril comme la quantité de travail déja exécutée par tache depuis sa dernicre activation

31



Théoréme 3 - [Baruah et al. 1990], [Baruah et al. 1990b], [Ripoll et al. 1996]. Soit un référentiel
d’ordonnancement 3= (Y,1) oit Y contient tout TPN caractérisé par D; <T; Oi O[1,n] edl
contient tout algorithme d’ordonnancement. EDF est Z-optimal et [1(T [ V) et U<1, 1 est EDF-
faisable si et seulement si:

Ot oo, zin:l(l—Di/Ti)Ci/(l—U)], h(t) <t (5)

Cette condition est trivialement nécessaire pour tout algorithme (cf. Lemme 1 p. 16). Par
contradiction elle est aussi suffisante avec EDF (qui est donc Z-optimal). Supposons en effet
que 1’éq. (5) soit vérifiée mais qu’il existe pourtant un scénario d’activation w conduisant a un
instant 7, tel qu’une échéance absolue soit ratée avec EDF. Soit f; I’instant précédent 7, tel que
durant ’intervalle [t,, t,] , le processeur est continuellement occupé a exécuter des activations
de taches ayant des échéances absolues inférieures ou égales a 7,, c.a.d. exécutées en priorité
par EDF.

Si nous appliquons le Lemme 5 p. 30 en ramenant le scénario d’activation initial a un
scénario synchrone en #;, alors la quantité de travail exécutée en priorité par EDF vaut toujours
h(t,—t;) >t,—t; (c.ad. h(t)>t siz;=0ett,=f). Par manipulations algébriques :

n _ n
t<h(t) < Zi _1(1+(t=D;)/T)C; =tu + Zi _ 1(1-D/T)C;,
\ n . . 5.
cad t< Zi _ l(l—Di/Ti)Ci/(l—U) (contradiction avec 1’éq. (5)).

L’inconvénient de cette approche est que I’intervalle d’étude peut étre grand si U est
proche de 1. [Ripoll et al. 1996] proposent de combiner cette borne avec L, la taille de la période
occupée du processeur, dont nous savons qu’elle limite aussi I’intervalle d’étude (cf. Lemme 5
p- 30). Ils montrent par des simulations que I’intérét de ces deux bornes varie en fonction du
trafic considéré. Le colit de ce test pseudo-polynomial sera examiné au chapitre VI.2. p. 61.

IV.2.3.4. Trafics généraux

Pour ces trafics non-concrets T, on peut avoir plus d’une activation par tdche en file
d’attente sans rater d’échéances. Il est en effet possible de réactiver une tache sans que
I’activation précédente ait fini d’€tre exécutée puisque D; =T, pour certaines tiches (cf.
Définition 2 p. 9). La formule de la demande processeur ne se simplifie donc pas comme dans
le cas précédent.

Théoréne 4 - [Shin and Zheng 1994]. Soit un référentiel d’ordonnancement = (Y,I) ou Y

contient tout TPN et T contient tout algorithme d’ordonnancement. Avec U <1, EDF est Z-optimal
et (1 OY), T est EDF-faisable si et seulement si:

OtOdS, h(t) <t (6)

[ 0
oi S = ([J;_ {KT;+D, kO N}) n |0, max%max{ D} Zinz 1(1—Di/Ti)Ci/1—UE} .
L’approche du Théor¢éme 3 p. 32 s’adapte sans problémes. Les améliorations/
modifications proposées pour prendre en compte les trafics généraux T sont :

* de limiter 1’évaluation de A(#) a ’ensemble S des échéances absolues générées par le
scénario d’activation périodique synchrone. Seuls ces points sont en effet pertinents car
ils correspondent aux instants ou la valeur de 4(?) (une fonction discontinue et croissante
en ¢, cf. Définition 15 p. 16) est modifiée.

* de rajouter la borne max{ D;} . En effet, en faisant I’hypothése que 1’éq. (6) est vérifice
et qu’il existe pourtant un instant # ou h(t) >t, alors les manipulations algébriques du
théoréme précédent ne sont valables que pour tout t = max{ D;} .
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IV.2.4. Pires temps de réponse

Le résultat du Lemme 5 p. 30 définit le scénario pire cas pour la faisabilité d’un trafic non-
concret T par EDF. Par contre, il ne garantit pas que I, le pire temps de réponse d’une tache T; de
T (cf. Définition 5 p. 10) sera obtenu par ce scénario. En fait, contrairement a 1’intuition et a se qui
se passe avec les algorithmes d’ordonnancement a priorités fixes, r; résulte avec EDF d’un
scénario critique (cf. Définition 10 p. 15) qui n’est pas nécessairement le scénario périodique
synchrone. Ce probleme, abordé depuis peu, débute par un résultat simple :

Lemme 6 - [Spuri 1996]. Soit un trafic non-concret ordonnancé par EDF. Le scénario critique

conduisant au pire temps de réponse d’une tdche T; se trouve dans une période occupée du processeur ou
toutes les autre tdches sont synchrones en début de cette période occupé et périodiques ensuite.

Ce résultat n’établit pas le scénario critique exact de T;. Il utilise le raisonnement du Lemme
5 p. 30, pour montrer que les temps de réponse des activations de T;, présentes dans une période
occupée du processeur, ne peuvent diminuer lorsque les autres tdches sont périodiques et
synchrones en début de cette période occupée. Par contre, la priorité des activations de T; étant
basées sur leurs échéances absolues, rien ne garantit que leurs temps de réponse augmenteront en
déplacant leurs instants d’arrivées, puisque leurs priorités sont alors modifiées. Nous renvoyons le
lecteur au Lemme 10 p. 42 pour une démonstration et un raffinement de ce résultat grace au concept
de deadline busy period.

La solution proposée par [Spuri 1996] pour calculer r; est alors de tester tous les temps de
réponse résultant d’un placement particulier des activations de T; dans le scénario d’activation
précédent. Plus précisément (cf. Figure 6) si ce scénario démarre en 0, toutes les taches autres que
T; sont périodiques et synchrones en 0. Nous avons S = O, Oj#1i . Sid est’échéance absolue
de I’'une des activation de T;, nous en déduisons son instant d’activation a=d-D;. Une valeur de a
permet alors de construire un scénario d’activation complet, incluant les activations de T; arrivées
en ..., a-2T;, a-T;, a, a+T;..., candidat a étre le scénario conduisant a r;.

En pratique, étant donné une valeur du parametre a, nous avons S; = a— La/ TiJTi et le
temps de réponse de ’activation de T; arrivée a I’instant a est donné par I’équation suivante :

ri(@ = L@ -—a, (7)
ou L;(a) représente en contexte préemptif la longueur de la période occupée entre I’instant 0
et I’instant 7, de fin d’exécution par EDF de I’activation de T; arrivée a I’instant a. 7, est donc le

dernier instant ou cette activation peut €tre préemptée par une activation de tache présente en file
d’attente et plus prioritaire, c.a.d. ayant une échéance absolue inférieure ou égale a d :

Figure 6 : Calcul de temps de réponse avec EDF

YT s; = (a) - Ua)/T,0T, ri(a)
% | .
’ Li(@ a 2 d=a+D,;
- >

[ napy

[Spuri 1996] remarque que L;(a) < h(a+ D,), ou h(a+ D;) représente la demande processeur
des activations de taches ayant une échéance absolue inférieure ou égale a I’activation de T,
arrivée a I’instant a. En effet, certaines activations de taches faisant partie de h(a+ D;), mais
arrivées tardivement (apres I’instant 7,), sont en quelque sorte “doublées™ dans I’ordonnancement
EDF réel par I’activation de T; arrivée a I’instant a (cf. Figure 6).

Calculons L;j(a).Ilyaacoupsir 1+ | a/T,; | activations de T, dans L;(@). Par contre, avec

EDF, pour toute tache T ,;, il y aau plus max(0, 1 +| (a+ D; —D;)/T; |) activations de T; dans
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L;(@) car seules celles-ci ont une échéance absolue inférieure ou égale a a + D, . Cependant, en
tout t nous ne pouvons considérer que les activations qui sont arrivées dans I’intervalle [0, t[ .
Rappelons en effet que seules sont candidates a la préemption les activations de taches arrivées
avant la fin d’exécution de I’activation de T; arrivée a I’instant a. En conséquence, en tout ¢,

le nombre d’activations de T j a prendre en compte vaut :

min{ |'t/Tj"\, max(0, 1+ | (a+D; —DJ-)/TJ-J)} . (8)

Pour calculer L;(@), [Spuri 1996] adapte alors le calcul récursif de L, la plus longue
période occupée du processeur, exposé lors du chapitre II11.2.1. p. 17. Comme nous venons de
le voir, il impose le nombre d’activationsde T; a1+ La/ TiJ et utilise de fagon récursive 1’éq.
(8) pour déterminer le nombre exact d’activations des autres tdches dans L;(a). Nous obtenons
alors:

L@ = 0

El-i(m’“ D@ = Wi L{M@) + (1+ La/TiJ)Ci ®)

avec W(a, t) = ZJ¢i D_sa+D_min{]_t/T~—|,1+L(a+ Di—D~)/T-J} C~.

Pciur tout a= 0, la récursion s’arréte alors lorsque deux valeurs consécutives L; ( )(a) et
L, (a) sont égales. L;(a) estalorségala L; (m) (a).L’éq. (9) est convergente si U <1 car
L;(@) est croissante en a (cf Lemme 12 p. 44) et Li(@ <L, avec L bornée sous I’hypothese
U <1 (cf. Lemme 2 p. 17 et Lemme 3 p. 18). Notons que:

* de cette facon nous trouvons la plus petite racine de 1’équation:
t = W(a, t)+(1+|_a/TiJ)Ci. (10)

* ce calcul n’a d’intérét que pour les valeurs de a tel que Lj(@) >a+ C, sinoniln’y a pas
assez d’activations de taches prioritaires pour atteindre a et le scénario proposé ne peut
donc conduire au pire temps de réponse. Afin de ne pas considérer les valeurs aberrantes,
[Spuri 1996] propose de remplacer ’éq. (7) par ry(a) = max{C,, L,(a)—a} .

* [Spuri 1996] limite aussi les valeurs de a a I’intervalle [0, L] . Au dela, nous trouvons
par définition une période inoccupée du processeur et le calcul doit alors étre réinitialisé
sur la nouvelle période occupée dont le scénario d’activation ne peut étre pire d’apres le
Lemme 6 p. 33. Nous verrons au chapitre V.1.1. p. 41 qu’il est possible de limiter cet
intervalle a L; <L (par tiche T;) grice au concept de deadline-d busy period (cf.
Définition 20 p. 20).

* L,(a) est une fonction discontinue croissante en a. Il est donc possible de se limiter
(comme pour la faisabilité, cf. Théoréme 4 p. 32) aux points de discontinuité en “calant”

a+ D; sur les échéances absolues générées par le scénario d’activation du Lemme 6 p.
33,c.a.d. al’ensemble aldA n [0, L], ou:

A = ["-{KT,+D;-D; kO IN} .

Finalement un trafic non-concret T sera faisable par EDF' si et seulement si:

OiO[1,n], r; = maxggairi(@} <D, . (11)

Similairement a I’établissement de la faisabilité, une étude du colit, pseudo-polynomial
lorsque U <c <1, de calcul des pires temps de réponse sera proposée au chapitre VI.2. p. 61.
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IV.3. Priorités fixes

IV.3.1. Généralités

Les algorithmes d’ordonnancement a priorités fixes sont caractérisés par une politique
d’assignation de priorités hors-ligne, valable pour toutes les activations d’une méme tache (cf.
Définition 8 p. 13). Les résultats présentés ici sont strictement limités a I’ensemble des algorithmes
préemptifs, non-oisifs a priorités fixes. Nous verrons qu’il existe plusieurs techniques d’attribution
de priorités optimales possibles en fonction de I’ensemble des trafics non-concrets considérés. Ces
restrictions sur la définition de I’optimalité reflétent la supériorité théorique de EDF. Ainsi, un test
nécéssaire et suffisant pour un algorithme a priorités fixes n’est que suffisant pour EDF. De méme,
un un test nécéssaire et suffisant pour EDF n’est que nécessaire avec un algorithme a priorités fixes
“optimal” dans le méme contexte. Ceci sera discuté plus en détail lors du chapitre VI.1. p. 51. Nous
verrons notamment que la supériorité théorique (tres relative en fonction de 1’ensemble de trafic
considérée) de EDF peut étre évaluée grace au concept d’efficacité. Pour I’instant, nous nous
contentons d’utiliser le concept de référentiel d’ordonnancement (cf. chapitre II1.3. p. 20) afin de
lever toute ambiguité sur I’énoncé des résultats de faisabilité et d’optimalité. Notons que :

* dans la littérature (et contrairement a EDF) I’établissement de la faisabilité d’un trafic non-
concret T pour les priorités fixes est étroitement li¢ au calcul des pires temps de réponses des
taches. Les résultats existants traitent donc ce point par la Propriété 2 p. 11 de notre cahier
des charges et non simplement par la Propriété 1 p. 8.

* le lecteur intéressé par un état de 1’art sur les algorithmes d’ordonnancement a priorité fixes
dans ce contexte pourra consulter [Audsley 1995].

* contrairement a EDF, I’optimalité des algorithmes a priorités fixes est trés dépendante du
référentiel d’ordonnancement et plus particulierement de 1’énoncé de faisabilité choisi (cf.
chapitre I11.3.2. p. 22).

IV.3.2. Lecas T, = D; UiO[1,n]

IV.3.2.1. Scénario d’activation pires cas

Lemme 7 - [Liu and Layland 1973]. Soit PF, un algorithme d’ordonnancement préemptif, non-oisif a
priorités fixes et T, un trafic non-concret caractérisé par T, = D, Ui O[1, n]. Le scénario critique de
toute tdche T; de T est celui pour lequel T; est activée simultanément avec toutes les ldches de priorités
supérieures et ou la densité d’activation est périodique.

La preuve montre que si un scénario d’activation w de T conduit a rater I’échéance d’une
activation de la tdche T; en 7, alors le scénario synchrone (cf. Définition 11 p. 15) en #y=t-T; conduit,
comme avec EDF (cf. Lemme 5 p. 30), a rater cette échéance. On ne s’intéresse cependant ici
qu’aux instants d’activation des autres taches et pas a leurs échéances. Il n’y a qu’une activation de
T; en file d’attente dans I’intervalle /7, ¢/ (dans le cas contraire, une échéance serait nécessairement
ratée avant 7 puisque T; = D, ). Comme avec le scénario synchrone en #,, le nombre d’activations
des taches de priorité supérieure est maximisé dans I’intervalle /7, t] et que PF exécute en priorité
ces activations, alors le temps de réponse de T; ne peut diminuer et conduit donc toujours T; a rater
son €chéance absolue en 7.

En conséquence, le scénario synchrone est le scénario critique (cf. Définition 10 p. 15)
donnant le pire temps de réponse de chaque tache sur sa premiere activation. Il est de plus le pire
en terme de faisabilité du trafic. Nous avons vu que ceci n’était vrai que pour I’analyse de faisabilité
avec EDF.
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IV.3.2.2. Optimalité

Dans ce cas le résultat suivant montre que I’algorithme d’ordonnancement préemptif, non-
oisif a priorités fixes HPF/Rate-Monotonic (noté¢ RM dans la suite) qui assigne les priorités en
ordre inversement proportionnel aux périodes des taches est optimal. Ainsi la tiche ayant la
période la plus petite se verra attribuer la plus haute priorité (le tri est en O(nlog,n)).
Théoreme 5 - [Liu and Layland 1973]. RM est Z-optimal dans un référentiel d’ordonnancement
= (Y, oi Y contient tout TPN caractérisé par T, = D; Ui O[1,n] eN  contient tout
algorithme d’ordonnancement préemptif, non-oisif a priorités fixes.

La preuve montre que si un trafic non-concret T [J Y est faisable avec un assignement de
priorité PF, alors il est toujours faisable avec I’assignement de priorité RM. Plus précisément
si T est PF-faisable, alors le scénario d’activation synchrone du Lemme précédent conduit a un
ordonnancement valide avec PF. Soit deux taches T; et T, ; de T ayant des priorités adjacentes
mais ne respectant pas I’ordre RM (par exemple T; de priorité supérieure a T, ; => 7>T;4 ).
[Liu and Layland 1973] montrent qu’en permutant la priorité de ces deux taches, ce scénario
d’activation pire cas conduit toujours a un ordonnancement valide de T. En effet ce Lemme
précise que lorsque T; = D;, i O[1, n], seule la premicre activation de chaque tache est
critique, or :

* le temps de réponse des premiéres activations des taches Tj,; ;4 estinchangé,

* parmi les deux taches permutées, T, ; ne peut qu’étre avantagée par cette permutation.
Par contre T; voit le temps de réponse de sa premicre activation augmenter, mais sans
pouvoir dépasser 7. ; par I’hypothese que T est PF-faisable avant la permutation.

En réappliquant le raisonnement, 1’assignement de priorité final est bien celui généré par RM.
IV.3.2.3. Faisabilité

En déroulant RM a partir du scénario synchrone et jusqu’a max(T;), [Leung and
Whitehead 1982] notent que 1’on obtient un test procédural pseudo-polynomial pour établir la
faisabilité d’un trafic et calculer les pires temps de réponse des taches (cf. Lemme 7 p. 35). Un
autre résultat classique établit la condition suffisante, mais non nécessaire, polynomiale
suivante basée sur la charge (cf. Définition 9 p. 15) et ne donnant pas les pires temps de
réponse.

Théoréne 6 - [Liu and Layland 1973]. Soit un référentiel d’ordonnancement Z= (Y,IT) ou Y
contient tout TPN caractérisé par T, = D; Ui O[1,n] edl contient RM. 0 1Y ), T est RM-
faisable si :

Usn"-1). (12)

[Liu and Layland 1973] montrent que cette condition est suffisante en identifiant tout
d’abord I’ensemble des trafics T 1Y tels que I’augmentation de la durée d’exécution d’une
tache quelconque de T conduit a un ordonnancement non valide par RM (on dit que T est RM-
critique, cf. Définition 12 p. 15). Par dérivation de I’expression de charge associée a ces trafics,
ils établissent n(21/n —1), une borne sur la charge en dessous de laquelle tous les trafics sont
faisables par RM. Notons que cette borne diminue avec le nombre de taches du trafic. Elle vaut
I si le trafic ne contient qu’une seule tache et est proche de log,2 quand » tend vers I’infini. Liu
et Layland remarquent de plus que cette borne vaut / si, OiO[1,n], D; =T, et

(T/T) - \_Tn/ TiJ = 0, c.a.d. lorsque 7}, la période de la tache de plus faible priorité est
multiple des autres périodes.
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Notons que [Lehoczky 1990] étend ce résultat de faisabilité basé sur la charge au cas
particulier ou un rapport constant A >0 existe entre les périodes et les échéances relatives des
taches, c.a.d. i O[1,n], D; = AT, (nous ne sommes plus alors dans le cas de Liu & Layland).
Il montre alors qu’en moyenne une borne sur U, de I’ordre de 0.9, conduit a la faisabilité du trafic.

Notons enfin que ces bornes de faisabilité basées sur la charge U ne sont valables que sous les
hypothéses posées (T; = D; Ui O[1, n] pour [Liuand Layland 1973] et D; = AT, 0i O [1, n]
pour [Lehoczky 1990]) et n’ont pas pu €tre généralisées aux autres cas.

IV.3.3. Lecas T;=D; 0iU[1,n]
IV.3.3.1. Scénario d’activation pires cas

Dans ce cas le Lemme 7 p. 35, est toujours valide mais en remplagant T, = D, par T, =D,
dans I’énoncé et #)=t-T; par t)=t-D; dans la preuve. Le scénario d’activation synchrone en 0 conduit
alors toujours au scénario critique de chaque tache sur sa premicre activation et a la faisabilité du
trafic sur I’intervalle /0, max(D,)].

IV.3.3.2. Optimalité

Dans ce cas 1’algorithme d’ordonnancement préemptif non-oisifs a priorités fixes HPF/
Deadline-Monotonic (not¢ DM dans la suite), qui assigne les priorités en ordre inversement
proportionnel a la valeur de 1I’échéance relative des taches est optimal. Ainsi la tache ayant
I’échéance relative la plus petite se voit attribuer la plus haute priorité (le tri est en O(nlog,n) ).
Théorénme 7 - [Leung and Whitehead 1982]. DM est Z-optimal dans un référentiel d’ordonnancement
2= (Y, ou Y contient tout TPN caractérisé par T; 2 D; Ui U[1,N] ed1 contient tout algorithme
d’ordonnancement préempltif non-oisif a priorités fixes.

La preuve montre que si un trafic non-concret T [J Y est faisable avec une certaine assignation
des priorités, alors il est toujours faisable avec DM. Le principe est le méme qu’avec RM mais
I’analyse est plus complexe puisque les échéances relatives peuvent ici €tre inférieures aux
périodes. Plus précisément, [Leung and Whitehead 1982] partent d’une assignation de priorités
quelconque pour laquelle T est faisable. D’apres le Lemme 7 p. 35, le scénario d’activation pire cas
synchrone conduit encore a un ordonnancement valide et au pire temps de réponse de chaque tache
sur sa premicre activation. Soit deux taches T; et T;,; ayant des priorités adjacentes mais ne
respectant pas 1’ordre DM (par exemple T; de priorité supérieure a T;; ; => D;>D; ;). Si’on inverse
les priorités de T; et T, ; alors, les pires temps de réponse des taches Tjzijzi+1 sont inchangés et
la tache T, ; devenant plus prioritaire, son pire temps de réponse ne peut que diminuer. Reste la
tache T, :

» avant ’inversion de priorités, nous avons par hypothése: Xx+C, +C,; . 1 <D, , 4,

avec x la quantité de travail requise par les tdches T, <j<i dans lintervalle /0, D, ;].
* apres I'inversion de priorités, il est suffisant (mais non nécessaire car on majore la quantité
de travail requise et on minore 1’échéance D;) de garantir que:
[ Di/Disa JEX+Cig) + G <[ Di/Djyy | Dy g
Comme la premiere équation implique la seconde, le trafic est toujours faisable. Si I’on réitere ce
raisonnement tant que possible, I’assignement de priorité final est bien DM.

Notons qu’un trafic de ce type non faisable par DM, peut parfois étre faisable en non-
préemptif (cf. chapitre VIIL.2.3. p. 82). L’optimalité de DM est donc relativement restreinte aussi
bien sur ’ensemble Y que sur [1. Ceci est impossible avec EDF dont la preuve d’optimalité couvre
un référentiel d’ordonnancement bien plus général (cf. Théoreme 1 p. 29).
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IV.3.3.3. Faisabilité et pires temps de réponse

Contrairementau cas T; = D; [0i O [1, n] il n’existe pas ici de condition suffisante basée sur
la charge U. La littérature focalise alors sur I, le pire temps de réponse de T;. Un test nécéssaire
et suffisant évident est alors de tester : Ui O [1, n], r; <D, (cf. Propriété 2 p. 11). Deux approches
ont été proposées pour calculer ces pires temps de réponse :

* la procédure pseudo-polynomiale de [Leung and Whitehead 1982] est toujours valide ici en
remplagant RM par DM et en testant I’ordonnancement synchrone jusqu’a max(D;).

* une approche plus formelle introduite par [Joseph and Pandya 1986] consiste a calculer r;
récursivement.
Théoréme 8 - [Joseph and Pandya 1986]. Soit un référentiel d’ordonnancement = (Y,I) ou Y
contient tout TPN caractérisé par T,2D; Ui 0O[1,n] et  contient PF, un algorithme
d’ordonnancement préemptif non-oisif a priorités fixes. (T Y, M le pire temps de réponse de toute

tache T, de T par PF, est obtenue par ['équation récursive suivante (ou hp(i) dénote I’ensemble des tdches
de plus haute priorité que T;) :

(k+1) _ (k)
A o zmhp(i)[ri /T |c.. (13)

La preuve montre que 1I’éq. (13) est corrélée avec I’exécution de la premicre activation de T;
dans le scénario d’activation synchrone. D’apres le Lemme 7 p. 35, il n’est pas possible d’obtenir
d(ek]glil)s mauvais temps de réponse en présence d’un autre scénario. La récursion(i;arréte lorsque
r: = r;” = r; et peut &tre résolue par itération successives en partant de ;" = C; . Il est
facile de voir que lasérie ;" estcroissante et convergente avant D; si T; est faisable (ou excéde

D, dans le cas inverse).

IV.3.4. Le cas des trafics généraux

IV.3.4.1. Scénario d’activation pires cas

Pour ces trafics non-concrets T, les périodes et les échéances relatives des taches ne sont pas
contraintes par des relations particulieres (cf. Définition 2 p. 9). En conséquence, I’énoncé du
Lemme 7 p. 35, est toujours valide mais la preuve doit €tre reformulée pour ces trafics puisque, T,
pouvant &tre inférieure a D, , plusieurs activations de la tiche T; peuvent étre en file d’attente
simultanément sans pour autant rater d’échéance absolue. Autrement dit les pires temps de réponse
ne sont pas nécessairement obtenus sur la premiére activation qui suit I’instant synchrone.

Ce probléme est résolu par [Lehoczky 1990] grace au concept de level-i busy period. Nous
rappelons qu’une telle période est une période occupée durant laquelle seules des activations de
taches ayant une priorité supérieure ou égale a T; sont exécutées (cf. Définition 18 p. 19).

Lemme 8 - [Lehoczky 1990]. Soit T, un trafic non-concret et PF, un algorithme d ordonnancement
préemplif non-oisif a priorité fixe. Le pire temps de réponse de toute tdche T, de T par PF se trouve dans
la level-i busy period synchrone (c.a.d. résultante du scénario synchrone, cf. Definition 11 p. 15).

La preuve de ce lemme montre que si un scénario d’activation w conduit a rater 1’échéance
d’une activation de tache T; en ¢/, alors le scénario synchrone conduit aussi a rater une échéance.
En effet soit 7’ le dernier instant précédent # pour lequel il n’y a pas d’activation de tiches ayant une
priorité supérieure ou égale a T; en file d’attente. L algorithme PF étant préemptif, non-oisif, il est
donc continuellement occupé a exécuter des activations de taches ayant une priorité supérieure ou
égale a T, dans ’intervalle /¢’, 1] (il s’agit donc d’une level-i busy period).

Si nous modifions le scénario initial w en ramenant vers la gauche toutes les activations de
taches de priorités supérieures a T; de fagon synchrones en 7’ et périodiques ensuite, alors T; rate
toujours une €chéance en ¢ car le nombre d’activations de taches ayant une priorité supérieure, et
donc ordonnancées en priorité par PF, est maximisé dans I’intervalle /¢, #].

38



Si de plus, T; est aussi activée en ¢’ et périodiquement ensuite, alors nous obtenons la level-i
busy period résultant du scénario synchrone. Les instants d’exécution des activations de T; ne
peuvent pas €tre modifiés dans /¢’ ¢/ puisqu’il s’agit d’une level-i busy period. Par contre les
échéances absolues de T; sont plus contraintes, T; rate donc toujours une échéance.

IV.3.4.2. Faisabilité et pires temps de réponse

Le résultat du Lemme précédent sur les level-i busy period conduit a I’établissement du test
nécéssaire et suffisant suivant, basé sur une généralisation du calcul des pires temps de réponse
introduit par le Théoréme 8 p. 38.

Théor énme 9 - [Lehoczky 1990], [Burns et al. 1994]. Soit un référentiel d’ordonnancement = (Y M ou
Y contient tout TPN et [ contient PF, un algorithme d’ordonnancement préemptif non-oisif a priorités
fixes. D(‘[ OY), le pire temps de réponse Iy par PF de toute tdche T; de T est obtenue par [’équation
récursive suivante (ou hp(i) dénote [ ‘ensemble des taches de plus haute prlorlte que T;) :

r = maxq:1___Qi{Wi7q—qTi}, (14)

ot Q; est la valeur minimale telle que W; o < (Qi+1)T, et

WP = @ e+ [T le (15)

Partant du Lemme 8 p. 38, [Lehoczky 1990] et [Burns et al. 1994] montrent que 1’énoncé de
ce théoreme est corrélé avec le scénario d’activation synchrone. Comme le pire temps de réponse
de T; n’est pas nécessairement sur la premicre activation de T; en présence de trafics généraux T,
ils considérent successivement toutes les fenétres démarrant sur I’un des instants d’activation
possible de T; dans sa level-i busy period synchrone. Si g est le numéro (partant de zéro) de
’activation de T; courante alors W; . dénote la largeur de la période occupée contenant g+/
activation de T, , c.a.d. démarrant qT avant Darrivée de la (g+1)""™ activation de T; et se
terminant sur sa fin d’exécution (cf Flgure 7 }))our le cas o g=2). La valeur de w; , est donnée
par I’éq. (15) qui s’arréte quand W i, q D= WI q i q- Cette valeur donne bien 1 instant de fin
d’exécution de cette (g+1)"“" activation, pu1sque celle ci peut étre préemptée par une activation
de tache de priorité supérieure tant qu’elle n’a pas fini de s’exécuter.

Finalement, le pire temps de réponse de la tiche T; est donné par I’éq. (14) ou Q; est la valeur

minimale de g telle que Q;T, <w; iQ < (Q+1)T,. On trouve donc en-ligne L; = (cf
Definition 20 p. 20) et il reste a tester que Ci O [1, n], M = maxg - 1---Qi{W —qT} < D
Figure 7 : Exemple du calcul de r;,
- iz >
2
e — .
0o T, 2T, D, 3T; T;+D,
- >
T;
-«
1 w, > (avec 0, le début de la level-i busy period synchrone périodique).

Le colt de ce test pseudo-polynomial si U <c<1 sera examiné lors du chapitre VI.2. p. 61.
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IV.3.4.3. Optimalité

Concernant I’optimalité, [Lehoczky 1990] donne un contre-exemple prouvant que ni RM ni
DM ne sont optimaux pour les trafics généraux T. Une procédure coliteuse consiste bien sur a tester
la faisabilité de T par le Théoréme 9 p. 39, sur toutes les permutations de priorités possibles. En pire
cas, il y aurait alors n/ (avec n, le nombre taches non-concrétes dans T) tests a effectuer avant de
pouvoir conclure a la non faisabilité de 1. Audsley améliore cette procédure dans [Audsley 1991]
en limitant & 2n le nombre d’assignation de priorités a tester en pire cas'.

Théor énme 10 - [Audsley 1991]. La procédure d’assignement de priorités, dite d’Audsley, est Z-optimal
dans un référentiel d’ordonnancement Z= (Y,I1) o Y contient tout TPN et T1 contient tout algorithme
d’ordonnancement préempltif, non-oisif a priorités fixes.

--------------- /* assignation de priorités par Audsley */--------mmmmmmmoeemm

T={1y....T} ;
for ] = n downto 1
bool = TRUE;
if LI, deT faisable par |e Théoréne 9
T =

9alapriorité j
attribue a T la priorité |; T

p. 3
T—{T1} ; bool = FALSE;
endif
if bool = TRUE THEN
EXIT; /* pas d attribution de priorité faisable possible pour T */
endif
endfor

La preuve d’Audsley commence par montrer que décroitre la priorité d’une tache T; ne peut
augmenter les temps de réponse des autres taches de T. Intuitivement on voit bien que :
* toute tache de T de priorité intermédiaire entre 1’ancienne et la nouvelle priorité de T; gagne
un niveau de priorité. Son pire temps de réponse diminue donc par le Théoréeme 9 p. 39.

* toute tdche de T de priorité supérieure a la nouvelle priorité (respectivement inférieure a
’ancienne priorité) de T; a un pire temps de réponse identique par le Théoréme 9 p. 39.

La procédure commence donc par chercher a I’aide du Théoréme 9 p. 39, une tache de T
faisable avec la priorité la plus faible. Si plusieurs taches sont faisables a ce niveau, il est possible
de choisir la premicre trouvée (notée T dans I’algorithme). En effet, la remplacer ultérieurement
par I’une des autres taches (notée T;) faisables a ce niveau laisse : (1) T, faisable par hypothese ; (2)
les autres tiches faisables car on vient de voir que décroitre la priorité de T; ne peut augmenter les
temps de réponse des autres taches de T.

La procédure réitere au niveau de priorité inférieure avec les taches restantes. Elle continue
ainsi jusqu’a ce qu’une priorité soit attribuée par tache (le trafic T est alors faisable) ou s’arréte a
un certain niveau de priorité si aucune tache n’est faisable a ce niveau (le trafic T n’est pas faisable).

1. Cette procédure reste donc coliteuse et ne vérifie pas pleinement notre cahier des charges (cf. chapitre V.2.1. p. 47).
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V. Extensions/discussions

L’état de I’art est important en préemptif. Nous introduisons juste ici le concept de deadline
busy period pour EDF, symétrique avec celui de level-i busy period utilisée avec les priorités fixes,
qui permet notamment de borner I’intervalle d’étude par tiche T;. Nous attirons ensuite rapidement
I’attention du lecteur sur quelques limitations concernant les propriétés d’optimalité et de
faisabilité avec les algorithmes a priorités fixes.

V.1. Earliest Deadline First

V.1.1. Deadline-d busy period

Le Théoréeme 9 p. 39, nous montre que les algorithmes d’ordonnancement préemptifs a
priorités fixes font appel au concept de level-i busy period pour borner les intervalles d’étude lors
de calculs de pires temps de réponse des tiches et de faisabilité des trafics. Rien de tel n’est proposé
dans I’état de I’art avec EDF ou I’on utilise directement L, la longueur de la période occupée
synchrone du processeur (cf. chapitre II1.2.1. p. 17). Le Lemme 2 p. 17, nous prouvant que L est la
plus longue période occupée, nous focalisons maintenant sur le concept de deadline-d busy period
pour montrer qu’il est possible d’en déduire L; < L, la plus grande deadline busy period par tiche
T; de T. Les résultats proposés ici sont issus de [George et al. 1996]1.

V.1.1.1. Propriétés

Il est possible d’améliorer le Lemme 5 p. 30, grace au concept de deadline-d busy period (cf.
Définition 19 p. 19). Rappelons qu’une telle période est un intervalle ou seules des activations de
taches ayant une échéance absolue inférieure ou égale a d sont exécutées.

Lemme 9 - [George et al. 1996]. Soit un trafic T quelconque ordonnancé par EDF. Si une échéance
absolue est ratée pour un certain scénario d’activation de T alors [1d = 0 tel que h(d)>d dans la deadline-
d busy period résultant du scénario d’activation synchrone en 0 (cf. Definition 11 p. 15).

Preuve. Soit W, un scénario d’activation quelconque de T conduisant une activation de la tache T;
a rater son échéance absolue en 7’ (cf. Figure 8). Soit t le dernier instant avant ¢’ sans activation de
tache en file d’attente ayant une échéance absolue inférieure ou égale a ¢’. Par choix :

* t doit étre I’instant d’activation d’une tache (on pose =0 et # =d dans la suite),

» avec EDF il n’y a pas de période inoccupée du processeur entre O et d en non oisif et seules
des activations de taches ayant une échéance absolue inférieure ou égale a d sont exécutées
dans l’intervalle [0, d] .

Ainsi 0 est le début de la deadline-d busy period résultant de la demande processeur dans
I’intervalle [0, d] et de longueur supérieure a d par I’hypothese qu’une échéance est ratée en d.

Figure 8 : Faisabilité avec les deadline busy periods

1=0 d t'=d

|:| deadline-d busy period

Considérons maintenant le scénario d’activation pour lequel toutes les taches, sauf T;, sont
synchrones en 0 et activées périodiquement ensuite. La demande processeur n’a pu diminuer dans

1. et ont été établis avec notre co-auteur M. Spuri.
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I’intervalle [0, d] puisque le nombre d’activations de taches ayant une échéance absolue dans cet
intervalle n’a pu qu’augmenter. La longueur de la deadline-d busy period ne peut donc pas
diminuer non plus et I’activation de T, considérée rate toujours son échéance absolue en d.

Si T, est aussi activée de fagon synchrone en 0 et périodique ensuite, alors on a le scénario
d’activation énoncé par ce lemme et la demande processeur est maximale durant [0, d] . Celle-ci
vaut maintenant /(d) (cf. Définition 15 p. 16), qui donne la longueur maximale de la deadline-d
busy period démarrant en 0. Soit d' la plus grande échéance absolue inférieure ou égale a d dans
ce dernier scénario, on a 4(d)=h(d" ). Comme h(d) est plus grand que d = d', une échéance absolue
est ratée au plus tard en d' dans cette deadline-d busy period démarrant en 0. m

Le pire scénario d’activation en terme de faisabilité par EDF est donc toujours le scénario
synchrone, comme avec le Lemme 5 p. 30, mais il n’est plus nécessaire de tester toutes les
échéances absolues dans I’intervalle [0, L] . Une premicre interprétation de ce résultat conduit en
effet au test nécessaire et suffisant procédural suivant.

Théor éne 11 - Soit un référentiel d’ordonnancement Z= (Y, 1) ou Y contient tout TPN et T contient
EDF. Pour tout TUY, on considére les activations de tdches (sur le scénario synchrone en 0) dont
[’échéance absolue est inférieure a L et dont la fin d’exécution par EDF n’est pas précédée par [’exécution
(méme partielle) d’une activation ayant une échéance absolue supérieure. T est faisable par EDF si et
seulement si ces activations respectent leurs échéances..

Preuve. Soit le scénario synchrone en 0 (cf. Définition 11 p. 15). Ce scénario est une instanciation
concrete possible de T, il est donc nécessaire de le tester. On note d, I’échéance absolue de
’activation de tache en cours d’exécution par EDF a tout instant t.

Soit t = 0, tel que durant I’intervalle [0, t] s’exécutent, méme en partie, une ou des activations
de taches ayant une échéance absolue supérieure a d. Par définition la fin d’une telle exécution est
le début d’une deadline-d busy period non synchrone.

Comme d’apres le Lemme 9 p. 41, il est suffisant de tester les échéances absolues qui partent
d’une deadline busy period synchrone périodique, il est donc inutile de tester d, I’échéance absolue
de la tche en cours d’exécution a I’instant . Comme de plus L est la plus grande période occupée
possible (cf. Lemme 2 p. 17), pour tout #>L, nous avons déja testé toutes les échéances absolues
partant d’une deadline busy period synchrone. )

Pour mettre en oeuvre cette procédure, il suffit de dérouler EDF sur le scénario d’activation
synchrone en 0 et de tenir a jour D, la plus grande échéance absolue de toute activation ayant déja
été exécutée, méme en partie. A tout instant on ne teste alors I’échéance de 1’activation en cours
d’exécution que lorsque celle-ci est supérieure ou égale a D et inférieure a L.

Une autre interprétation du Lemme 9 p. 41, est de calculer la valeur Lis de la plus longue
deadline busy period synchrone possible par tiche T; de T (cf. chapitre V.1.1.2. p. 43). Le
Théoreme 4 p. 32, basé sur la demande processeur, peut alors étre borné par Lis par tache T;.

Notons qu’il est aussi possible de calculer par tache T;, la valeur L, de la plus longue deadline
busy period (synchrone ou non-synchrone) possible pour borner les intervalles d’étude
nécessaires aux calculs des pires temps de réponse des taches. Pour cela, vérifions tout d’abord que
la période occupée mentionnée dans le Lemme 6 p. 33, est une deadline-d busy period.

Lerme 10 - /[George et al. 1996]. Avec EDF, le pire temps de réponse d’une tdche T; de T se trouve dans
une deadline(a+D,) busy period résultant d 'une activation périodique des tdches, ou a+D; est [’échéance
absolue d’une activation de T;, ou toutes les autres tdches sont activées de fagon synchrone en 0 et o
L(@>a.

Preuve. Soit une activation de T; arrivée en a et d’échéance absolue d = a+ D, (cf. Figure 9).
Soit t,, I’instant de fin d’exécution de cette activation par EDF et t;, le dernier instant précédent
t, tel qu’il n’y ait pas d’activation de tiche en file d’attente ayant une échéance absolue inférieure
ou égale a d. Par choix nous avons t; < a ou t; estun instant d’activation de tache.
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Avec EDF il n’y a pas de période inoccupée du processeur durant [t, t,] en non oisif et cet
intervalle est une période occupée durant laquelle seules des activations de tdches ayant une
échéance absolue inférieure ou égale d sont exécutées, c.a.d. une deadline-d busy period.

Considérons maintenant le scénario d’activation périodique de I’Equation (9) p. 34 de L;(a),
pour lequel les activations de T; arrivent en ..., a-2T;, a-T;, a, ..., et toutes les taches, sauf T;, sont
synchrones en t;. Comme le nombre d’activations de tiches ayant une échéance absolue dans
I’intervalle [t;, d] est maximisé par rapport au scénario initial, alors L;(@) donne la durée
maximale de la deadline-d busy period et L;(a) >a pour pouvoir prétendre donner le pire temps
de réponse de T;. En appliquant ce raisonnement quelque soit le scénario initial, on obtient
nécessairement le pire temps de réponse de T; sur I’'un d’entre eux. m)

Figure 9 : Temps de réponse avec les deadline busy periods

Siti s; = (a-t}) - Ua-t)/T;0T; r{a)

P
g lr-1; =L@ a 2 d=a+D;
- |

I:l deadline-d busy period

V.1.1.2. Calcul de L;

La Définition 20 p. 20, introduit la borne L;. Avec EDF, le chapitre précédent nous indique :

* I’existence de L;, la durée maximale d’une deadline(a+D;) busy period, ou les valeurs de a
sont donc pertinentes pour le calcul du pire temps de réponse de T; (cf. Lemme 10 p. 42).

* que pour la faisabilité seule, il est possible de limiter cet durée a LiS résultant du scénario
d’activation synchrone uniquement (cf. Lemme 9 p. 41).

* que L < L; <L carle calcul de L; inclut le scénario d’activation synchrone périodique utilisé
pour L et que L estla plus grande période occupée (cf. Lemme 2 p. 17).

En effet, une conséquence du Lemme 10 p. 42, est que L; est la plus grande deadline(a+D,)
busy period vérifiant L;(@) >a. Voyons maintenant comment accélerer la recherche de
Li(@ = L;,c.a.d. duplus grand a vérifiant L;(@) > a, a I’aide des deux propriétés suivantes.
Lemme 11 - [George et al. 1996]. D, < Dj 0L < Lj .

Preuve. De I’Equation (9) p. 34, il existe d = s+ mT, + D; tel que L; = L;(d—D;). Pour tout
D, < Dj , hous avons alors :

L; > mlng#k] 1+ Ld TD JECK+ (m+1)C,

Dy<d, k#i K
— [
= z mlngl‘—‘ 1+Ld DkJDCk+(m+1)Ci
Dy<d k#i k%] Ty T« O

-D. g
+min L , 1+ d DJ DCj.
T T B
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Comme D; < D;, la derniére activation de T; ayant une échéance absolue inférieure ou égale
a d aun instant d’activation inférieur ou égal a d — D, et donc a L;. En admettant que D | S d, (dans
le cas inverse, le résultat marche aussi trivialement), nous avons alors :

L, = Z mlngh—‘,1+{dT:ngck+(m+l)Ci+%+r TJDJJ%bj'

Desd kzi k#j T

Considérons maintenant le scénario périodique pour lequel T; est synchrone c.a.d. s; = 0, et
S = (d- DJ-) - L(d - D-)/Tj JTJ- , c.a.d. tel que T; a une activation ayant une échéance absolue
en d, nous obtenons Li(d-D), I’un des scénarii a tester pour le calcul de Lj.Or:

OL, d-D, [ d-D; [~ _
L, < z .mmg%—‘,1+{ . JECH%Jﬂ = lJ%bj—Lj(d—Dj)SLj.
Dy<d k#j k k j

En d’autres termes L;, la quantité gauche de cette inéquation, est inférieure ou égale a la
nouvelle deadline-d busy period, qui par définition est inférieure ou égale a L. O

Lemme 12 - [George et al. 1996]. Ui, Li(@) est croissante en a.

Preuve. Par définition, L;(a) estla plus petite racine de I’Equation (10) p. 34. Il vient que pour
toutt<L;(a) : t<Wia t+(1+|a/T; |)C;. Soit & =a et Ot<L;(a), nous avons :

t<W@t+(1+[a/T )C=sW@, )+ (1+|a/T;|)C.

Comme W,(a, t) estcroissante en a, il vient que L;(a’) = L;(a). )

On cherche L; comme la valeur maximale de L;(a) vérifiant L;(a) >a. On déduit pour cela
des lemmes précédents une procédure récursive qui diminue la valeur de a tant que 1’on ne vérifie
pas L;(@) >a. Soit un trafic non-concret T trié dans ’ordre D; <D, , ; pour toute tiche T; de T et
E, I’ensemble des échéance absolues du scénario d’activation synchrone :

E=[]_ {mTi+D,m20 = {e,e,..}

Pour calculer un L; particulier, démarrons avec un scénario périodique ou toutes les taches,
sauf T;, sont activées de fagon synchrones en 0 (cf. Lemme 10 p. 42). “Calons” I’échéance absolue
d’une des activations de T; sur la plus grande valeur e, <L,,,;—C, +D,;. Au dela, d’apres le
Lemme 11 p. 43, il n’est pas possible d’obtenir L;. Si L;(e,—D;) >e,—D,, alors la deadline-g,
busy period inclu I’activation de T; arrivée en € —D;, nous avons donc trouvé L;. Dans le cas
contraire, comme d’apres le Lemme 12 p. 44, il ne peut y avoir de plus grande deadline busy period
pour T;, le calcul peut étre repris en boucle en calant a chaque fois ’échéance absolue d’une
activation de T; sur la plus grande valeur ' <L;(g, —D;)-C, +D;.

e e Calcul des L; [George et al. 1996] - --

L+, = L;

for i=n down to 1

soitk tel que e, <L;,,—-C;+D;<e,;

a=¢e —D;;

while L,(a)<a
soitk tel que e, <Lj(@—-C;+D;<¢e:
a=¢e —D;;

end while

L = Li@;

end for
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Pour la faisabilité seule la valeur de L; calculée par I’algorithme précédent se limite au calcul
de L <L, (ou toutes les taches sont synchrones et périodiques). Malheureusement, en se limitant
ainsi, nous perdons la propriété du Lemme 11 p. 43 pulsque I’on ne peut plus modifier le scénario
d’activation initial. Pour toute tache T;, la valeur de L peut cependant étre calculée en initialisant
systématiquement le calcul sur le majorant L de L (et non plus sur LI L)

- Calcul de LI [George et al. 1996] --- -
a=[(L=-Dy)/T;|T;:
while L;(a) < a
end while
S
Li = Li@:

Ce dernier calcul de Lis peut sembler coliteux. Nous avons en effet vu qu’il était possible
d’établir la faisabilité sur des intervalles certes plus grands mais sans sans passer par des calculs
récursifs (cf. Théoréme 4 p. 32). Par contre, le calcul préalable des L; semble intéressant pour le
calcul des pires temps de réponse qui font explicitement usage de formules récursives (cf. chapitre
IV.2.4. p. 33). Des questions ouvertes subsistent :

» est-il possible de trouver des procédures de calcul préalable des L; plus rapides et/ou en-ligne
comme avec les priorités fixes (cf. chapitre IV.3.4.2. p. 39) ?

* existe-t-il une formule de L;(@) qui donne une valeur exacte de la fin d’exécution de
I’activation de tache arrivée en a pour toutes les valeurs de a. Rapppelons que lors du
chapitre IV.2.4. p. 33, nous avons détecté des valeurs aberrantes, qui ne peuvent cependant
remettre en cause le calcul des pires temps de réponse.

V.1.2. Optimalité et faisabilité

Avec EDF, nous savons de 1’état de I’art que contrairement aux priorités fixes, il n’est pas
nécessaire de passer par un calcul des pires temps de réponse des taches pour calculer la faisabilité
d’un trafic. Il est possible de tester le prédicat A(z), égal a la demande processeur résultant du
scénario synchrone, sur un intervalle :

h(t) = ¥, ,max(0, 1+ [ (t—D)/T, )C;  (cf. Définition 15p. 16).  (16)

Nous avons vu deux approches pour borner I’intervalle d’étude (manipulations algébriques de
la demande processeur et périodes occupées). Ajoutons y une reformulation originale de la borne
sur L, pour les valeurs de 7 pertinentes, proposée par J.-F. Hermant dans [Hermant et al. 1996].

Lemme 13 - [Hermant et al. 1996], [Hermant 1998].
Ot, 0<t<L, ®d(t)=0 0O Ot, t=0, P(t)=0 avec P(t) = t—h(t).
La preuve montre que si A (t) = ®(t+L)—®(t), alors :

A(t) = Z Dmax[D 1+ {ME—mapr, 1+ L[%DJJEII.%:J

i i

n O L. =D |t-D |
Loy b £ 2 150 | e

j j N
L3 [Ee
= =1 T |7
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Comme L est la premiére racine de I’équation L = " L/ T —|C (cf. chapitre I11.2.1. p. 17)
alors A () = ®(t+L)-d(t)=0.Si Ot,0<t<L, {t) > O le traflc est donc faisable par EDF.

En intégrant les bornes précédentes a état de I’art, nous obtenons un résultat d’optimalité et un
test nécéssaire et suffisant pour la faisabilité de tout trafic non-concret T par EDF.

Théorene 12 - [Shin and Zheng 1994], [George et al. 1996], [Hermant et al. 1996]. Soit un référentiel
d’ordonnancement = (Y, 1) ou Y contient tout TPN et T contient tout algorithme d’ordonnancement.
EDF est Z-optimal et D(T YY), 1 est EDF-faisable si et seulement si

O0t0S, h(t)<t oih(t) = zinzlmax(o,1+\_(t—Di)/TiJ)Ci,

S = aji”_l%aﬁ D,0< ks((min{p, L, L} —Di)/Ti—|+ %
“ 0

u
L

L n L]
mixgnaxlsj <nf Dj} , Zj _ 1(Tj - Dj)U/(l - U)g
ZJ 1 ’_ L/ Tj —|Cj (la premiére racine de cette équation),

et L;S, la plus grande deadline busy period synchrone pour la tdche T; .

Preuve. h(t) mesure la demande processeur maximale dans I’intervalle [0, t] a partir du scénario
d’activation synchrone en 0 (cf. Définition 15 p. 16). Cette condition est nécessaire pour tout
algorithme (cf. Lemme 1 p. 16) et est suffisante pour EDF, qui est donc Z-optimal, car :

* une conséquence du Lemme 9 p. 41, est que si un scénario d’activation rate une échéance avec
EDF, alors il existe un instant  sur le scénario synchrone en 0 conduisant a vérifier que A (z)>t.

* h(t) étant une fonction discontinue, h(t)/t décroit entre un point de discontinuité et le point
suivant. Seuls les points de discontinuité dans I’ensemble S sont donc pertinents.

* une deuxiéme conséquence du Lemme 9 p. 41, est la borne LS sur I’intervalle d’étude (cf.

chapltre V.1.1.2.p. 43). Laborne L vient du Lemme 5 p. 30, ou du Lemme 13 p. 45. Notons
que L <L, mais le calcul proposé pour L étant procédural, nous conservons la borne L.

* La borne U vient du Théoréme 4 p. 32. Plus précisément, si le test est vérifié dans I’intervalle
[O,ll] mais rate une échéance a un instant 7>, alors comme par hypothése
H=Max; ;. ot D-} , on obtient une contradiction puisque :

f+ T —-Dig 0 D _(T;-D))U
t<h(t)<zI [-)T—EC <tu+z_1D T'ECi c.é1.d.t<ZI 11—U .0
I

Ce test est pseudo-polynomial si U <c<1 (cf. chapitre VI.2. p. 61) et confirme 1’optimalité
de EDF (cf. Théoreme 1 p. 29) en présence des trafics non-concrets qui nous intéressent.

V.1.3. Faisabilité basée sur le calcul des pires temps de réponse

Cette approche garantit la faisabilité d’un trafic par EDF en vérifiant que Ui O [1, n],r, < D;.
L’état de I’art (cf. chapitre IV.2.4. p. 33) et le Lemme 10 p. 42 nous indiquent que r; résulte d’une
deadline(a+D;) busy period ou toutes les taches sont activées périodiquement et sont, sauf T;,
synchrones en 0 alors que T; estactivéeen...,a-27},a-T;, a,a+T;.... Lalongueur de L;(a) est alors
donnée par I’Equation (9) p. 34 :

Li(a) = (1+|&/T; )G +zj¢imin{]'Li(a)/Tj'|, max{0,1+| (a+D;-D))/T, }} C; (17)

Nous avons vu comment borner les valeurs de a par L;, De méme que pour la faisabilité,
ajoutons y la reformulation de la borne L proposée par J. F. Hermant dans [Hermant et al. 1996].
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Lemve 14 - [Hermant et al. 1996], [Hermant 1998]. Ua, a=0, r;(a+L)<r,;(a)

La preuve montre que si par hypothéese Li(k)(a +L)- Li(k)(a) <L, alors:

Li(k+1)(a+ L) = (1+ L(a+ L)/TiJ)Ci + z minngk)(a+ L)/T.—‘, max{ 0, 1 + L(a+ L+D,-D.)/T. %C.
j I L B A
jZi
: (K) g
<+ a/T G+ z mmgLi (a)/TJ, max{0, 1 +| (a+ D —Dj)/TjJ}ECj + Z(L/Tﬂcj
jZi j
_ (k+1)
=L “(a)+L.
Comme par définition Li(o)(a +L)- Li(o)(a) <L, alors par récurrence L;(a+L)—L;(a)<L.
Comme de plus ri(a+ L) —r,(a) = Lj(a+L)—L;(a)—-L, le résultat est prouvé.

En intégrant les bornes précédentes a 1’état de I’art, nous obtenons le test nécéssaire et
suffisant suivant basé sur le calcul des pires temps de réponse des taches d’un trafic non-concret T.

Théoreme 13 - [Spuri 1996], [George et al. 1996], [Hermant et al. 1996]. Soit un référentiel
d’ordonnancement == (Y, ) ot Y contient tout TPN et T contient EDF. (10 Y), T est EDF-faisable
si et seulement si:

Oid[a,n],r;<D;oi r; = max,gd Li(@)—a avec:
L,(a) = (1+La/TiJ)Ci+Zj¢imin{|'(Li(a))/Tj'|, max{0, 1+ | (a+ Di—Dj)/TjJ}} C.
S = (Dj”: KT+ D,—D;, 0sks | min{L, L} /T, }),

L = Zjn: 1 " L/ Tj —|Cj (la premiére racine de cette équation),
L; (la plus grande deadline busy period pour la tache T; , Ui O [1, n] ).

Preuve. L;(a) estla durée d’une deadline(a+D;) busy period pour I’un des scénarii d’activation
du Lemme 10 p. 42. Cette condition est trivialement nécessaire pour EDF car ces scénarii sont des
instanciations concrétes possibles de tout T Y et i O [1,n], Oa, r;(a) = L;(a) —a< D, siTest
faisable par EDF. Elle est aussi suffisante pour EDF car tout temps de réponse dans un scénario
d’activation quelconque ne peut qu’augmenter en le ramenant au scénario d’activation
correspondant du Lemme 10 p. 42. Il vaut alors L;(a) —a.

Une deuxi¢me conséquence de ce lemme est la borne L; sur ’intervalle d’étude (cf. chapitre
V.1.1.2. p. 43). La borne L vient du Lemme 14 p. 47. Notons que L; <L mais le calcul proposé
pour L; étant procédural, nous conservons la borne L. m)

Ce test est pseudo-polynomial si U< c<1 (cf. chapitre VI.2. p. 61).

V.2. Priorités fixes

Des propriétés d’optimalité et de faisabilité sont connus pour les priorités fixes (cf. chapitre
IV.3. p. 35). Nous attirons juste ici I’attention du lecteur sur quelques limitations.

V.2.1. Une optimalité limitée

Les résultats d’optimalité pour les priorités fixes n’ont pas la généralité du résultat sur EDF.
[Nlustrons ceci en présence de trafic concrets w puis de trafics non-concrets T.
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V.2.1.1. Trafic concrets

Si le référentiel d’ordonnancement 2 contient EDF, nous savons que cet algorithme reste 2 -
optimal en présence de trafics concrets w (c.a.d. de tout scénario d’activation) car la preuve du
Théoreme 1 p. 29, montre que tout ordonnancement valide peut étre ramené par permutation a un
ordonnancement EDF valide. Cette optimalité s’applique donc avec une définition de I’optimalité
trés forte (cf. Définition 29 p. 23).

Il est trivialement possible par contre de montrer que cela est faux pour les résultats connus
sur les priorités fixes. Ainsi, contrairement au cas de trafics non-concrets Théoréme 7 p. 37, DM
n’est pas optimal parmi les algorithmes a priorités fixes préemptifs dans le cas T;2D;
0i O[1,n] pour les trafics concrets. Soit le scénario d’activation w suivant (cf Figure 10) :

w,(C;=2, T,;=5, D;=4,5,=0), w,(C,=4, T,=10, D,=5,5,=2).

Figure 10 : DM n’est pas optimal pour les trafics concrets quand T,>D; [0 0[1, n]

0y f e— | \J/ 4\ | — \V /1]}0——| ! \J/ ax  —
0 5 15
(A)z_l_l_/F:| \V | 1\—_:|_

Ce trafic concret est faisable si w, a la plus haute priorité

A S SN S [ S—
0 5 15
%w 1 \b 1 L ! B A

Ce trafic concret n’est pas faisable avec DM puisqu’une échéance est ratée a t=7

V.2.1.2. Trafics non-concrets

La procédure d’Audsley, optimale parmi les algorithmes a priorités fixes en présence de trafics
généraux T (c.a.d. non-concrets et ne présentant pas de relations entre les périodes et les échéances
des taches), multiplie cependant le colit d’établissement de la faisabilité d’un trafic non-concret par
O(n2) (cf. chapitre 1V.3.4.3. p. 40). Elle correspond en fait a une amélioration d’une procédure
optimale en n/ (avec n le nombre de taches), qui testerait toutes les permutations possibles pour
assigner les priorités.

La question de savoir s’il existe un algorithme a priorités fixes qui assigne les priorités de
fagon optimale et a faible colit (comme RM ou DM) en présence de trafics généraux reste ouverte.
Une question plus limitée est de savoir s’il peut exister une relation de dominance ou :

Définition 35 - Soit Z=(Y, ) un référentiel d’ordonnancement. Soit (P, Q) O |_|2, P est ditY -
dominant(Q) si et seulement si: (OT Y ), (Q(1) O P(1)), oit T est un trafic non-concret et Q(T)
(respectivement P(1) ) signifie que T est Q-faisable (respectivement P-faisable).

En d’autres termes, cette propriété énonce que tous les trafics ordonnangables par I’algorithme

O le sont aussi par P. En particulier, un algorithme Z-optimal (cf. Definition 24 p. 21) est ainsi Y-
dominant sur tous les algorithmes du référentiel .
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L’idée qui vient immédiatement est de vérifier s’il n’existe pas une propriété de dominance
entre DM et RM dans le cas général. En effet nous savons déja que DM est Z-optimal lorsque Y
contient tout TPN caractérisé par T;=D; Ui O[1,n] etl contient tout algorithme préemptif
non-oisif a priorités fixes (cf. Théoréme 7 p. 37). Nous savons donc que DM est Y -dominant(RM)
dans ce cas. Malheureusement, ceci n’est plus vrai dans le cas général ou il n’est pas possible de
montrer une telle propriété entre DM et RM, dans un sens ou dans ’autre. Soit le trafic non-concret
T suivant :

1,(C;=1, T,=8,D,=24), 1,(C,=4, T,=12, D,=22), 15(C4=8, T,=16, D,=20).

En utilisant le Théoréeme 14 p. 50 et I’assignation de priorités RM, nous obtenons par ordre de
priorités : ¥;=1 ; r,=5 ; r3=19. T est donc faisable par RM. En utilisant I’assignation de priorités DM,
nous obtenons par ordre de priorités : 73=8 ; r,=12 ; r;=29>24. T n’est donc pas faisable par DM.

Dans le méme temps, si nous modifions juste les durées d’exécution des taches de T de fagon
a obtenir :

1,(C,=2, T,=8,D,=24), 1,(C,=6, T,=12, D,=22), 15(C4=3, T,=16, D,=20).

En utilisant le Théoréeme 14 p. 50 et I’assignation de priorités RM, nous obtenons par ordre de
priorités : r;=2 ; r,=8 ; r3=21>20. T n’est donc pas faisable par RM. En utilisant I’assignation de
priorités DM, nous obtenons par ordre de priorités : r3=3 ; r,=9 ; r;/=15. T est donc faisable par DM.

Le premier cas nous dit que DM n’est pas Y -dominant(RM), le deuxiéme que RM n’est pas Y-
dominant(DM). Ces trafics vérifient T, <D; Ui [ [1, n], cette conclusion est donc a fortiori vraie
dans le cas général ou les périodes sont indépendantes des échéances. Notons :

* que I’on obtient les mémes conclusions en ajoutant la tache 1,(C,=1, T,=48, D,=47). Les
temps de réponse des autres taches sont identiques et 7, vaut 47 dans le premier cas et 46 dans
le deuxiéme. Cette tache vérifiant T, > D,, cela confirme bien le résultat dans le cas général.

* que ceci n’interdit pas 1’existence d’un algorithme qui assignerait les priorités fixes de fagon
optimale et a faible colit en présence de trafics généraux. Nous n’en avons pas trouvé et nous
contenterons de conseiller DM (plutot que RM) dans le cas général pour les raisons suivantes :

- DM est Y-dominant(RM) dans le cas T; 2 D; Ui 0[1,n].

- il semble relativement plus difficile de trouver des exemples en faveur de RM, plutot que
DM, dans le cas général (nous sommes conscient des limites d’un tel argument).

V.2.2. Faisabilité uniquement par un calcul de pires temps de réponse

L’état de I’art n’ offre aucune piste avec les priorités fixes pour établir la faisabilité d’un trafic
sans passer explicitement, ou implicitement, par un calcul de pires temps de réponse. Sans interdire
un tel résultat, il est montré dans [Hermant et al. 1996] que, contrairement a EDF' (cf. Théoréme 12
p. 46), il est impossible d’énoncer un test nécéssaire et suffisant pour les priorités fixes sous la
forme ((Ut Oy ) O(0Ot O Y(1)))(f(t, T) <t) (ou f est une fonction positive convexe pour T et
S(1) estun ensemble de réels). Ce résultat original, développé dans [Leboucher 1998], se rapporte
aux notions de critére d’optimalité permettant d’identifier une Z-région convexe.

L’état de I’art garantit par contre la faisabilité d’un trafic en vérifiant que i O [1,n], r, < D,
ou r; = max{w; q- qT} résulte d’une level-i busy period synchrone (cf. Théoreme 9 p. 39). La
longueur de w; , étant donnée par I’Equation (15) p. 39 :
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Le calcul de L, la plus grande level-i busy period permettant de borner I’intervalle d’étude,
adapte le calcul de L du chapitre II1.2.1. p. 17, en ne considérant que les instants d’activations des
taches de priorité supérieure ou égale a T; . Une reformulation originale de cette borne, pour les
valeurs de ¢ pertinentes, est proposée par J. F. Hermant dans [Hermant et al. 1996].

Leme 15 - [Hermant et al. 1996], [Hermant 1998].
Dq |:| IN, I’-]q+ QI+1SI’Ilq avec QI = IVLI/TI—‘—:L et LI =

Zj O hp(i) O {i} “‘i/TjWCj'
Q+1-= “—i/Ti—| <=> QT <L;<(Q;+1)T; avec w; Q = L; . La preuve montre alors que :

W gt W o = (Q+Q+2)Ci+ Zj th(i)([wilq/Tﬂ + [Wi,Qi/Tj—‘)Cj

2(A+ Qi+ 2Ci+ 3 iy Wi g ¥ Wi 0)/ TG
Comme Wi,q+Qi +1 - (q+Q +2)C; + Zj Dm)(i)PNi,q+Qi +1/Tj—‘CJ' ’

Wi gt W g <w est impossible.

q i,q+Qi+1

Nous avons donc W; ¢, q +1—W; gSL; etlerésultat est prouvé puisque :

r

ri,qJrQi 17 "iq" wi,qJrQi Jrl—wi,q—(Qi +1)TisLi—(Li/TﬂTiso.

En intégrant cette borne a I’état de I’art et en testant les échéances, la condition nécessaire et
suffisante permettant d’établir la faisabilit¢é d’un trafic non-concret par un algorithme
d’ordonnancement a priorités fixes s’énonce comme suit.

Théoréme 14 - [Lehoczky 1990], [Burns et al. 1994], [Hermant et al. 1996]. Soit un référentiel
d’ordonnancement = (Y, ) ou Y contient tout TPN et T contient P, un algorithme d’ordonnancement
préemptif non-oisif a priorités fixes. (T OY), T est P-faisable si et seulement si:

OiO[L,n], <D o Ij = MaXycqeqfiWi q—dT} .
W q = (q+1)Ci+ Zj th(i)(wi,q/TﬂC-,

Preuve. Idem Théoréme 9 p. 39, avec le Lemme 15 pour les valeurs de 0 < g < Q; pertinentes. 0

) |_Li/ Tj —‘Cj (la premiére racine de cette équation).

Ce test est pseudo-polynomial si U< c<1 (cf. chapitre VI.2. p. 61).
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VI. Eléments de comparaison de performances des algorithmes

Depuis [Liu and Layland 1973], la littérature en ordonnancement temps réel s’est largement
spécialisée par type d’algorithme, typiquement EDF contre RM, ou par enrichissements des trafics
(contraintes temporelles, relations de précédences, ressources partagées...). Peu d’éléments de
comparaison des performances existent cependant. Aussi, sans modifier notre mod¢le de trafic
non-concret T simple (cf. Définition 2 p. 9), examinerons-nous ici I’efficacité des algorithmes et le
colit des tests associés. Quelques applications numériques seront proposées au chapitre X. p. 93.

VI.1. Efficacité des algorithmes

En établissant notre cahier des charges, nous nous sommes proposé d’assouplir la propriété
d’optimalité. €(P), ’efficacité d’un algorithme P, en particulier donne une mesure de la proximité
a ’optimalité de P (cf. Propriété 3 p. 11). Apres un rapide état de I’art, la base théorique pour cette
mesure, introduite par L. Leboucher dans [Hermant et al. 1996] I est rappelée. EDF étant
I’algorithme le plus efficace, nous spécialiserons la minoration et I’interprétation de I’efficacité des
algorithmes a priorités fixes proposée dans [Hermant et al. 1996] pour I’algorithme DM.

VI.1.1. Etat de l’art

En terme d’optimalité nous savons, par la propriété de dominance? et par restrictions
successives du référentiel d’ordonnancement, que EDF (cf. Théoreme 12 p. 46) domine Audsley
(cf. Théoréme 10 p. 40) qui domine DM (cf. Théoréme 7 p. 37) qui domine® RM (cf. Théoréme 5
p. 36). Par contre, a notre connaissance seuls quelques résultats basés sur U, la charge d’un trafic
(cf. Définition 9 p. 15), peuvent étre interprétés en terme de mesure d’efficacité dans la littérature.

En contexte préemptif centralisé, avec un modele de trafics non-concrets T contraints par
D, = TI , UiO[1,n], [Liu and Layland 1973] montrent que U<1 est un test de faisabilité
nécéssaire et suffisant pour EDF (cf. Théoreme 2 p. 30) et que U < n(2 —1) est suffisant pour
RM (cf. Théoreme 6 p. 36). U peut donc étre interprété, avec nos notations du chapitre I11.3. p. 20,
comme une mesure de I’efficacité dans un tel référentiel d’ordonnancement. EDF est alors Z-
optimal puisque €(EDF) = 1. Par contre n(21/n —1) nous donne une minoration de €(RM), la
proximité a E(EDF) par le meilleur algorithme a priorité fixe dans ce référentiel.

[Lehoczky 1990] étend ce résultat au cas Ui L [1,n], D; = AT, (avec A>0). Sous cette
hypothese il établi une borne sur U (de I’ordre de 0.9 en moyenne) qui conduit a la faisabilité des
trafics par DM. Plus généralement, lorsque 1’on sort des hypothéses de [Liu and Layland 1973],
nous ne connaissons pas de résultats permettant de borner I’efficacité des algorithmes. En
particulier U ne semble pas toujours étre un critére pertinent car il est trivial de trouver des trafics
non faisables, méme par EDF, qui présentent poutant une trés faible charge. Par exemple si T
contient :

1,(C,=2, T,=1000, D,=3) et 1,(C,=2, T,=1000, D,=3), on a U=0.004 et T n’est pas faisable.

Notons que [Liu and Layland 1973] étudient aussi I’impact d’un trafic T, ordonnancé par RM
en premier plan, sur un autre trafic T, ordonnancé par EDF quand T ne réquisitionne pas la
ressource processeur. La fonction f{7) définie comme le temps processeur disponible pour T” dans
I’intervalle /0,¢] étant sous-linéaire*, le Lemme 5 p. 30, reste donc valable si 0 est un instant
synchrone (cf. Définition 11 p. 15). Le test résultant pour T’ étant non trivial, Liu & Layland
montrent simplement par quelques exemples que la borne de faisabilité sur U est considérablement
améliorée lorsque le nombre de taches ordonnancées par EDF, plutot que par RM, augmente.

1. Elle est développée dans [Leboucher 1998].

2. La Définition 35 p. 48, énonce qu’un algorithme en domine un autre quand il ordonnance au moins les mémes trafics.
3. Attention, DM ne domine RM que dans le cas T; 2 D; i O[1,n] (cf. chapitre V.2.1. p. 47).

4. f(T) < f(T+t)-f(t).

51



VI.1.2. Rappel théorique sur I'efficacité

Il semble donc que EDF soit un algorithme efficace. Afin de quantifier cette intuition en
fonction du probléme posé, rappelons la base théorique du calcul de I’efficacité des algorithmes.

VI.1.2.1. Structure algébrique

Le chapitre II1.3. p. 20, introduit les concepts de référentiel d’ordonnancement >= (Y, [1) , de
2-optimalité, de TPN et de couples (7,D) (cf. Définition 36 p. 52). Ceci nous a permis d’énoncer
les résultats d’optimalité et de faisabilité sans ambiguité. Cela permet aussi d’assimiler un
référentiel d’ordonnancement préemptif a un espace vectoriel de dimension égale aux nombre de
couple (7,D). L’intérét d’utiliser 1’algebre linéaire est de considérer I’efficacité comme une norme
dans un tel espace. Tout d’abord, munissons nous d’une relation d’équivalence simple entre TPN.

Définition 36 - [Hermantet al. 1996], [Leboucher 1998]. Deux TPN sont dit équivalents en périodes
et en échéances si pour chacun des couples (T,D) représentés dans Y, la somme des durées d’exécution
des tdaches caractérisées par le méme couple (T,D) est égale pour les deux TPN.

Cette relation d’équivalence n’est pas sans conséquence sur les algorithmes optimaux
identifiés précédemment (EDF, DM...). Ainsi, I’ordonnancement du scénario synchrone (cf.
Définition 11 p. 15), le plus dur en terme de faisabilité pour ces algorithmes, reste identique aprés
passage au quotient1 de ’ensemble Y par cette relation.

Cette propriété est intéressante car le TPN “agrégé” obtenu par passage au quotient d’un trafic
de Y ne peut que réduire le nombre de taches a traiter. D’autre part elle généralise le résultat, car
si le TPN agrégé est faisable par un algorithme P compatible pour la faisabilité avec la propriété
d’équivalence en période et en échéances, alors tout trafic équivalent en périodes et en échéances
sera aussi faisable par P. Enfin L. Leboucher note que 1’addition de TPN est ainsi rendue
commutative et compatible avec la multiplication (c.a.d. T+1=2T1, cf. Définition 26 p. 22).

Le TPN agrégé identifie donc une classe d’équivalence compatible pour la faisabilité avec un
référentiel d’ordonnancement périodique = = (Y, M), dés lors que les ordonnancements générés
par les algorithmes de I ne sont pas modifiés aprés passage au quotient de Y par cette relation.

Théoréme 15 -  [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Soit Z = (Y, M), un référentiel
d’ordonnancement périodique compatible pour la faisabilité avec la propriété d’équivalence en périodes
et en échéances. Y, un ETPN muni des opérateurs d’addition et de multiplication, est un espace vectoriel
sur le corps des réels que I'on notera (Y, +, - ).

2 est compatible avec la propriété d’équivalence en période et en échéances, Y peut donc étre
rendu stable pour 1’addition de TPN et pour la multiplication de TPN par des scalaires (cf.
Définition 26 p. 22). Il est ainsi possible de donner une signification a la soustraction de TPN ou a

des TPN ayant des durées d’exécution négatives.

La loi + est associative, commutative, admet des trafics symétriques et un élément neutre qui
est le trafic Ty [ Y ayant une durée d’exécution nulle pour toutes ces tdches. La loi - se traduit par
la multiplication d’un trafic par un scalaire (Y % IR - Y), c.a.d. des durées d’exécution de toutes
les taches du trafic par ce scalaire. Cette multiplication est distributive, associative et 1’élément
neutre est le scalaire /.

Concretement, la dimension de 1’espace est égale au nombre de couples (T,D) représentés
dans Y et tout TU Y est un vecteur de ¥, +,7). Soit la famille {e g} ., de vecteurs
unitaires caractérisés chacun par 1’un des couples (T,D) représentés dans Y. Cette famille est libre
et génératrice, elle est donc une base. Tout T [1Y est alors combinaison linéaire des vecteurs de la

base, ce qui peut s’écrire sous la forme T = Z Crp€rop.

(T.DYOTxD

1. c.a.d. pour tout T Y, la sommation des durées d’exécution de toutes les tiches caractérisées par le méme couple
(T,D) . Par abus de langage nous continuerons d’appeler Y le passage au quotient de ’ensemble Y.
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I1 est alors possible d’assimiler la mesure de ’efficacité des algorithmes d’ordonnancement
dans Z aun calcul de norme. Rappelons qu’une norme dans (Y, +,") sera une application de Y a

valeur dans_IR” (notée f:T - [T|| ) quipossede les trois propriétés classiques suivantes. Pour tout
(,7)0Y ettouh OIR :

‘It =0« 1 =1,
« A = [Af O] .
e lt+1| < |t| +|t'|| (’inégalité triangulaire).

Définition 37 - [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Soit Z = (Y, M), un référentiel
d’ordonnancement périodique compatible pour la faisabilité avec la propriété d’équivalence en périodes
et en échéances. Y est un ETPN et T un ensemble d’algorithmes d’ordonnancement préemptifs, non-
oisifs. Soit f une norme de (Y, +,"). f est une norme valide, ou un critére, de Z si et seulement si :

(Ot 0y ), ((ROM, Q1) U f(r)=<1).

Ainsi, si un trafic est ordonnangable dans le référentiel X, alors toute norme valide rend une
valeur inférieure ou égale a 1 sur ce trafic. Ceci conduit directement a la notion d’efficacité dans 2.
Définition 38 - [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Soit Z = (Y, M), un référentiel
d’ordonnancement périodique compatible pour la faisabilité avec la propriété d’équivalence en périodes
et en échéances. Y est un ETPN et Tl un ensemble d’algorithmes d’ordonnancement préemptifs, non-
oisifs. Soit P O M un algorithme d’ordonnancement donné, f une norme de ¥ ,+,-) et V[Y] [’ensemble
des normes valides de (Y, +,-). On appelle :

«0¢(P) = sup{a/(0n Oy ,f(t)<a 0 P(1))} lafefficacité de P dans 51
« &(P) = sup; V[Y]{ a¢(P)} I'efficacité de P dans .
s fun critére le plus fin de % si et seulement si Oy = €.

En d’autres termes €(P), I’efficacité de ’algorithme P dans le référentiel & = (Y, ) estla
borne supérieure des f-efficacités, ou fest le critére le plus fin dans ’ensemble V[Y] des normes
valides de (Y ,+,). Cette définition précise et remplace dorénavant la Définition 7 p. 11.

A priori le calcul de €(P) n’est pas trivial car cette définition conduit a tester toutes les normes
valides sur tous les trafics. Dans certains cas cependant, I’analyse est considérablement simplifiée
par I’identification d’un critére d’optimalité et d’un algorithme >-optimal (cf. Définition 24 p. 21).
Des propriétés intéressantes peuvent alors étre déduites. Nous en rappellons trois qui seront
appliquées dans la suite. De nombreuses autres propriétés, telle que la non convexité des 2-régions
(cf. Définition 25 p. 21) en présence de priorités fixes, sont développées dans [Leboucher 1998].
Théoréme 16 - [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Soit ~ = (Y, M) un référentiel
d’ordonnancement périodique compatible pour la faisabilité avec la propriété d’équivalence en périodes

et en échéances. Y est un ETPN et T un ensemble d algorzthmes d’ordonnancement préemptifs, non-
oisifs. S'il existe Py LT qui vérifia (Py) = €(Py) = 1, dlors :

(1) P, est Z—opttmal
*(2) NO est un critere le plus fin qui est appelé le critere d’optimalité,
«(3) UPL , GNO(P) = ¢(P).

Le principe des preuves est rappelé pour illustrer 1’intérét d’une telle approche.

Propriété (1). (o (PO) =¢g(Py) =1) 0 (P, est Z—optimal) par construction mais I’inverse
sur cette implication n’est pas vrai. A titre d’exemple, si Y contient tout TPN caractérisé par
D; = T; 0i[1,n] el contient des algorithmes préemptifs a priorités fixes mais pas EDF,
alors RM est 2-optimal mais nous ne connaissons pas ¢ de critere d’optimalité. Le meilleur mmorant
connu sur I’efficacité de RM vaut a;(RM) = (2 —1) (cf. [Liu and Layland 1973])%

1. sup{ A} désigne la borne supérieure de I’ensemble A.
2. Une conjecture est que U est un critere le plus fin dans ce référentiel. n(2 —1) serait alors une mesure exacte de
I’efficacité de RM, méme lorsque EDF n’est pas dans I .
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Propriété (2). N, étant un critére d’optimalité par hypothese, vérifions que c’est bien un critere le
plus fin. Soit N 00 V[Y] une norme valide quelconque \ < o, est équivalent par définition a :

(OP O MY(Ot DY )(Ny(1) < ay(P) O P(1)).

Supposons que Ny (T) < ay(P), alors Ny(t/ay(P)) <1 puisque N, est une norme. Comme par
hypothese ay, (P,) = 1, nous avons immédiatement Py(1/ay(P)), c.a.d. que le TPN 1/a(P)
est faisable pzfr P,. Comme de plus N est une norme valide, alors d’apres la Définition 37 p. 53,
N(t/ay(P)) < 1. Nous avons donc N(T) < ay(P) c.ad. P(t), le TPN T est faisable par P.
Finalement, comme o est plus grand que n’importe quel o, nous avons ay<0y =€ =1
(N, estun critere le plu§ fin). °

A titre d’exemple, si Y contient tout TPN caractérisé par D; = T; Ui O[1, n] efl contient
tout algorithme d’ordonnancement préemptif non-oisif, alors EDF est >-optimal, U est un critére
d’optimalité et toute norme valide N vérifie o <y, . En particulier (cf. Théoréme 6 p. 36) :

(Ot OV )(U(1) £n(2”"=1) O RM(1)).

Propriété (3). Soit P LT et N;. un critere le plus fin. D’aprées la Définition 38 p. 53 :
aNfC(P) = sup{a/(Ct Y , N (1) <a O P(1))} =€ (P)2 GNO(P).
Pour prouver OINO(P) = g(P) il faut montrer que nous avons aussi O(fC(P) < OINO(P) ,cad. :
(00 ), (Ng(t) s oy (P) O P(1)).
Comme N, est une norme valide, nous avons (0T LY ), (Ny(1) <10 N;(T)< 1) etdonc:
(Ot Y ), (Ny(1) =< aNfC(P) O Ni(1) < aNfc(P)), cad. (OTDY ), (Ny(1) < aNfC(P) O P(1)).

VI1.1.2.2. Calculs exacts de I'efficacité

Le Théoréme 12 p. 46, nous indique que EDF est optimal en présence de trafics non-concrets.
D’apres la propriété (3), il faut donc juste identifier un critere d’optimalité pour pouvoir mesurer
I’efficacité des autres ordonnanceurs en présence de EDF.

Théoréne 17 -  [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Soit Z=(Y,I1), un référentiel
d’ordonnancement périodique compatible pour la faisabilité avec la propriété d’équivalence en périodes

et en échéances. Y contient tout TPN et [1 est un ensemble d’algorithmes. Ni; et Nppr sont des normes
valides et Nppr est un critére d’optimalité avec :

_ C1.0]
) NU(T) - Z(T,D)DY'XD T °

_ il . t-D Bic. E
* Ngpr(T) = SUP, 4 IR*EEZ(T,D)Dy'x/)maXED’ 1+ L?JE‘CT DE

Ny et Nppp sont basées respectivement sur la charge et la demande processeur (cf. chapitre
II.1. p. 15) et vérifient trivialement les trois propriétés d’une norme (cf. page 53). EDF étant 2-
optimal, tout trafic non-concret T [J Y™ faisable dans 2 est donc EDF-faisable. Du Théoréme 12 p.
46, L. Leboucher note alors que Ngpp(T)<1 et de la Définition 38 p. 53, que
O(NEDF(EDF) = ¢(EDF) = 1.En faisant croitre ¢ a I’infini, nous avons aussi N,(T) < Ngpe(T).

Nepe étant un critére d’optimalité, nous récupérons la propriété (3) c.a.d. que pour tout
PO, alors a NEDF(P) = g(P). La demande processeur, jusqu’alors utilisée uniquement avec
EDF, donne donc en présence de cet algorithme et de trafics non-concrets un calcul exact de
I’efficacité dans un référentiel Z de tout autre algorithme d’ordonnancement compatible pour la

faisabilité avec la propriété d’équivalence en périodes et en échéances!.

1. Si cette relation d’équivalence ne tient pas, il reste possible, sans recourir a I’algebre linéaire, de calculer une borne de
faisabilité basée sur la demande processeur (cf. chapitre VI.1. p. 51, pour une illustration dans le cas non-préemptif).
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VI.1.3. Efficacité des algorithmes a priorités fixes

Le critére d’optimalité N généralise Ny, I'un des rares points de comparaison connus sur
la performance de algorithmes (cf. chapitre VI.1.1. p. 51). Notons d’ailleurs que Ngpe=N;; dans
lecas D; = T;, i O[1,n] (cf. Théoréme 2 p. 30). Voyons comment il est possible d’étendre la
comparaison en minorant I’efficacité des algorithmes a priorités fixes face a EDF.

Soit 2 = (Y,I), ou Y est caractérisé¢ par des couples (T,D) et 1 par des algorithmes
compatibles pour la faisabilité avec la propriété d’équivalence en période et en échéance. EDF est
2-optimal et Ny est un critére d’optimalité. I1 suit que :

* I’efficacité de EDF est toujours maximale car O(NEDF(EDF) = ¢(EDF) = 1,
* pour tout autre algorithme P J 1, O(NEDF(P) = g(P) <¢(EDF),
* pour toute norme valide N, o (P) s ay_ (P) =€(P)<1.

Si P est un algorithme a priorités fixes quelconque, nous allons maintenant utiliser la norme
Ny pour établir le comportement asymptotique de €(P) face a différentes configurations de
couples (T,D). En effet, Ny n’est pas un critére d’optimalité dans le cas général mais conduit a un
calcul trivial d’un minorant de €(P). Afin d’améliorer la mesure, un théoreme d’efficacité est
proposé par L. Leboucher. Nous en rappelons le principe (cf. chapitre VI.1.3.1. p. 55) puis
’application proposée dans [Hermant et al. 1996] (cf. chapitre VI.1.3.2. p. 55). Nous spécialisons
ensuite ce résultat pour DM, un algorithme a priorités fixes montrant un bon comportement face
aux propriétés d’optimalité et de dominance (cf. chapitre VI.1.4. p. 58).

VI.1.3.1. Principe du théoréme d’efficacité

L’objectif est d’établir en deux étapes une minoration permettant d’interpréter simplement
€(P) dans un référentiel d’ordonnancement 2= (Y, ) qui contient P, un algorithme Z-optimal

o - . . opt>
et ou I'utilisation du critére d’optimalité Nopt est coliteuse .

Soit N une norme valide simple quelconque, la premicre étape conduit a établir une condition
nécessaire pour Popt basée sur N. Cette condition peut étre écrite : OT LY , N(T)<a avec
a=a N(Popt) . 0 est donc un majorant de la N-efficacité de P ;. N/ a est alors une norme valide
puisque si T est faisable par I’algorithme Popt> alors la condition N(T) < O est nécessairement
vérifiée (et donc N(T)/a < 1). Il est intéressant de remarquer que cette norme est une meilleure

approximation que N du critére d’optimalité Nopt lorsque a<1.

La deuxiéme étape conduit a établir une condition suffisante pour P, toujours basée sur N.
Cette condition peut étre écrite T LY, N(T) < B < a(P) avec B un minorant de la N-efficacité
de P. Il vient que N(1)/0a < [3/a est une condition suffisante pour la P-faisabilité ou N/a est la
norme valide introduite en premicre étape. On en déduit que 3/ est une minoration de I’efficacité
de P et que celle ci est meilleure que 3 lorsque a<1.

VI.1.3.2. Théoréme d’efficacité pour tout algorithme a priorités fixes

Soit P [T, un algorithme a priorités fixes compatible pour la faisabilité avec la propriété
d’équivalence en période et en échéance. En appliquant le raisonnement précédent avec Ny,
voyons, avant de spécialiser ce résultat pour DM, comment L. Leboucher minore €(P) en
comparaison de EDF et en fonction des couples (T,D) représentés dans Y.

1. Le calcul de I’efficacité par Ny, est relativement colteux. Une procédure bornant ce colit est proposée dans [Hermant
et al. 1996] et sera développée dans [Hermant 1998], [Leboucher 1998].
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VI.1.3.2.a Etablissement du théoréme

La premicre étape du raisonnement cherche a établir une norme valide N, = N/a a partir
d’une condition nécessaire pour EDF. Le Théoréme 12 p. 46, nous indique qu’un trafic T 1 Y est
nécessairement faisable par EDF ' si :

Ot=0,t=> Z i 1max{ 0,1+ | (t—max(D;))/T; }} G.
En se limitant a t = max(D;), on a la condition nécessaire suivante, basée sur Ny, pour EDF :

|) Z|<nci Ci _ U]
(max(D)) =3, .G Emm(T) = min(t)) = Z.<nT, =N (19)

Ainsi lorsque max(D;) < min(T;), un majorant sur la Ny-efficacité de EDF vaut donc
a = max(D;)/min(T;). Pour tout TOY, si Ngpp(T) <1, alors 1’éq. (19) est nécessairement
vérifie, c.a.d. N';(1) = Ny(t)/a<1.1lvient que N'; = Ny/a est une norme valide.

Par contre lorsque max(D;) = min(T;),c.a.d. a =1 ,le majorant obtenu n’est pas intéressant
puisque nous savons par définition que I’efficacité de tout algorithme est majoré par 1. Dans le cas
général, nous avons la norme valide suivante.

max(max(D;), min(T;))
v = max(D;) v 20

La deuxi¢me étape du raisonnement cherche a établir 3, un minorant de I’efficacité de P
toujours basée sur Ny, (c.a.d. une condition suffisante pour P). Tout d’abord, le Théoréme 14 p. 50,
permet de majorer comme suit les level-i busy periods de la tiche T; :

Oi, O, W q<(q+1)C; + Zj<i(wi,q/Tj +1)C. ,
qTi(stiCi/Tj_l)+stiCJ
1-5,..C/T,

cad, 0,09, w 4—qT;<

Comme r; = max(w; q— AT )<D; et qT, (z C /T - —1) <0 si le trafic est faisable par P, le
test sulvant est suffisant pour la falsablhte d’un traﬁc non-concret TparP:

Oi. Y. .G/ (=5, C/T)<D;. (21)

11 est donc suffisant que : maX(T)z C/T/(1- z G/ T)) <min(Dy),

jsn

et donc suffisant que N, < min(D;)/ (max(T;) + min(D;)). (22)

B = min(D;)/ (max(T;) + min(D;)) est alors un minorant sur la Ny~efficacité de P qui
conduit au théoréeme d’efficacité suivant.
Théoréme 18 - [Hermant et al. 1996], [Leboucher 1998]. Soit un référentiel d’ordonnancement
>=(Y,I) ou Y contient tout TPN et T1 contient EDF et P, un algorithme d’ordonnancement préemptif a

priorités fixes compatible pour la faisabilité avec la propriété d’équivalence en périodes et en échéances.
Nous avons :

max(max(D;), min(T;)) min(D;)

e(P) = max(T;) + min(D;) max(D;)

Ce résultat est obtenu en associant 1’éq. (22) et 1’éq. (20). En reprenant le raisonnement du
chapitre VI.1.3.1. p. 55, nous avons donc obtenu [3/0, une minoration de I’efficacité de P
meilleure que B lorsque a = max(D;)/min(T;) <1.
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VI.1.3.2.b Interprétation du théoréme d’efficacité

Le théoréme précédent donne une minoration de I’efficacité des algorithmes préemptifs a
priorités fixes. Cette-ci est pessimiste car Y est approximé par oI = max(T;)/min(T,), la
dispersion en périodes, et 0D = max(D;)/min(D;), la dispersion en échéances relatives, des
couples (T,D) dans Y. Elle est de plus valable quelque soit I’algorithme P a priorités fixes choisi
(elle couvre en particulier les plus mauvais). En dépit de ce pessimisme, EDF étant ’algorithme le
plus efficace (¢(EDF) = 1 dans tous les cas, cf. Théoreme 17 p. 54), ce résultat permet de lui
comparer |’efficacité des algorithmes a priorités fixes en fonction des couples (T,D) représentés
dans Y. Nous en rappelons I’interprétation proposée dans [Hermant et al. 1996] et [Leboucher
1998] que nous spécialiserons ensuite pour 1’algorithme DM (cf. chapitre VI.1.4. p. 58).

Le cas homogeéne (c.a.d. Ui , D=D, T=T).

Dans ce cas trivial tout TPN est équivalent en période et en échéance a un TPN monotache
caractérisé par I’'unique couple (T, D) dans Y ayant une durée d’exécution C = ) C;). Le test
de faisabilité est alors laméme pour EDF'et P: C<Tsi D=T (c.ad. Ny<1);C<Dsi D<T
(c.a.d. Ny<D/T ). Tout algorithme a priorités fixes est donc 2Z-optimal et son efficacité vaut 1
(comme EDF). Notons que la Nyefficacité de DM est égale a D/T dans le cas D <T. Ceci
illustre bien que cette norme n’est pas un critere le plus fin. A titre de comparaison, le théoreme
d’efficacité minore €(P) par T/(T+D) = 1/(1+D/T) lorsque D<T, et par D/(T +D)
lorsque D =T . Il est ainsi possible d’évaluer I’erreur induite dans ce cas (50% si D = T).

Le cas de Liu & Layland (c.a.d. 0i,D; = T; ).

Dans ce cas, la dispersion dD =dT . Nous savons que GNH( P)=¢(P) (cf. chapitre VI.1.1. p.
51) et [Liu and Layland 1973] montrent que £(RM) vaut n(2”"—1). A titre de comparaison, le
théoreme d’efficacité minore £(P) par : min(T;)/(max(T;) + min(T;)) = 1/(dT+1).

Si nous considérons que 7, le nombre de taches, peut étre comparé a une forme de dispersion,
il est remarquable que pour ces deux résultats la minoration sur I’efficacité de P augmente avec la
dispersion'. Dans le cas particulier oi P=RM (le meilleur algorithme & priorités fixes dans ce
contexte), ce résultat est cependant bien moins fin que la borne de [Liu and Layland 1973].

Lecas{D} »{T;} ou toutes les échéances relatives sont supérieures aux périodes.

Dans ce cas, nous savons du Théoréme 2 p. 30, que o NU(P) =g(P). Le théoréme d’efficacité
minore £(P) par min(D;)/ (max(T;) + min(D;)). En d’autres termes, plus Max(T;) est petit face
aMin(D,), plus €(P) est proche de 1. Il est en effet intuitivement normal que lorsque les échéances
relatives sont grandes face aux périodes, le choix de 1’algorithme perde de son importance.

Lecas{D} «{T;} ou toutes les échéances relatives sont inférieures aux périodes.
Dans ce cas, le théoreme d’efficacité nous montre que €(P) est minorée par :
min(T,) (min(D,))
(max(Ty) + min(D;)) (max(Dy)
Ce qui donne 1/(8TOD) lorsque min(D,) devient négligeable devant max(7T;). En d’autres

termes, le minorant sur £(P) diminue d’autant plus que le max(D,) est proche du min(T;). Ceci est
encore plus vrai lorsque la dispersion (en échéance ou en période) augmente.

Le cas général ou les échéances relatives ne sont pas liées aux périodes.

Dans le cas général, il n’y a pas d’interprétation claire du théoréme d’efficacité mais un
minorant non nul sur €(P). La conjecture est que I’efficacité des algorithmes a priorités fixes
baisse lorsque la dispersion augmente.

1. Notons cependant qu’il est possible d’avoir une dispersion faible avec un grand nombre de taches.
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VI.1.4. Efficacité de DM

Le chapitre V.2.1.2. p. 48, identifie DM comme un algorithme a priorités fixes intéressant.
Celui-ci est Z-optimal dans le cas D; = T, , Ui 0 [1, n] face a tout autre algorithme a priorités fixes
et nous ne connaissons pas d’algorithme qui assignerait les priorités fixes de fagon optimale et a
faible colit dans un référentiel plus large.

Nous allons maintenant spécialiser 1’étude précédente de I’efficacité, valable pour tout
algorithme a priorités fixes compatible pour la faisabilité avec la propriété d’équivalence en
période et en échéance, pour DM uniquement.

L’objectif est de diminuer un peu les approximations afin d’améliorer I’interprétation de la
minoration de €(DM), I’efficacité de DM, en fonction des couples (T,D) représentés dans Y .

VI.1.4.1. Un théoréme d’efficacité pour DM

Nous utilisons ici la charge partielle U; = Zj < CJ-/ T, au lieu de Ny,

En premicre étape nous établissons une condition nécessaire pour EDF, basée ici sur la charge
partielle U;. Pour tout trafic non-concret T L1 Y, du Théoréme 12 p. 46, nous avons la condition
nécessaire suivante :

i Di2hp <p, (D) +hp,5p (Di) = 3 p<p (1+[(Di=D)/Ti NCi2 3 . Cis

_ D; S ZDjsDiCi
mlnDjsDi(Tj) - mijsDi(Tj)'

c.a.d. la condition nécessaire : i

Si les indices sont attribués aux taches par ordre d’échéances relatives croissantes, c.a.d. dans
I’ordre DM qui nous intéresse ici (cf. chapitre IV.3.3.2. p. 37), alors cette condition nécessaire est
équivalente a :

D; 2i=iG

Oi - > =
min; i (T;) ~ min; o(T;

52U,

Si T est faisable par EDF, 1’équation précédente est nécessairement vérifiée. En la combinant
avec la condition nécessaire triviale, Ui, U; < 1, nous obtenons finalement la condition nécessaire :

- U = max(D;, r[r;i.njsi(Tj))

Us<1. (23)

En deuxi¢me étape nous cherchons a établir une condition suffisante pour DM, toujours basée
sur U;. De I’équation (21) p. 56, nous avons la condition suffisante suivante :

- maxjsi(Tj)zjsiCj/Tj

<D,
1-Y._.C/Tj+C/T,

<1

_ D;(1+ C/T,)
c.a.d. la condition suffisante : Ui U <

T max; (T + Dy )
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Nous en déduisons le théoreme d’efficacité suivant pour DM.

Théor éne 19 - Soit un référentiel d’ordonnancement 2= (Y, ) oit Y contient tout TPN et T contient
EDF et DM. Nous avons :

. omax(D;, min; .(T)))g
ge(DM) =2 min, -
(D)= M s T+ Dy 4

(25)

Preuve. En combinant I’équation (23) et 1’équation (24), nous avons la condition suffisante
suivante pour DM :

S U My, Wi, () = Mk (1) + Dy

~ max(D;, min, .. (T:))
c.a.d. la condition suffisante, max;(U";) < min,J ! jsiVj a.

(26)

Si T est faisable par EDF, max;(U’;) < 1 est vérifié¢ par I’équation (23) qui est une condition
nécessaire pour EDF. max;(U’;) est donc une norme valide.

L’équation (26) est une condition suffisante pour DM basé sur la norme valide max;(U";).
Elle nous donne donc une minoration de €(DM) dans Z. m

VI.1.4.2. Interprétation du théoreme d’efficacité pour DM

La minoration de ¢(DM) précédente nous permet de spécialiser I’interprétation asymptotique
du chapitre VI.1.3.2. p. 55, pour cet algorithme d’ordonnancement. En particulier I’approximation
de Y par la notion de dispersion en échéance relative d = max(D;)/min(D,) disparait etla
notion de dispersion en périodes 8T = max(T;)/min(T;) est affinée puisqu’elle considére un
sous-ensemble des couples (7,D).

Si les indices sont attribués aux couples (T,D) par ordre d’échéances relatives croissantes,
c.a.d. dans I’ordre DM, voyons maintenant comment il est possible d’interpréter cette minoration
de €(DM) en fonction de couples (T,D) représentés dans Y.

Le cas homogeéne (c.a.d. Ui , D=D, T=T).

L’interprétation est identique dans ce cas a celle proposée lors du chapitre VI.1.3.2. p. 55.

Le cas de Liu & Layland (c.a.d. Ui, D; = T)).

Dans ce cas nous avons la minoration suivante, qui annule 1’influence forte de la dispersion
sur I’efficacité constatée lors du chapitre VI.1.3.2. p. 55, :

_omax(T;, min; (T;))0 0o T O
e(DM) = min; 7 — ] = min, n=12.
(M= M T+ T, 5 HT+ g

Nous savons que DM=RM est 1’algorithme d’ordonnancement a priorités fixes optimal dans
ce cas. Ce minorant approxime donc mieux n(2 /n—l), la borne de faisabilité de [Liu and
Layland 1973] avec RM, pour laquelle seul » (le nombre de taches) influe en tendant rapidement
vers log,2 quand n tend vers I’infini.

Tout en étant plus pessimiste que cette borne, le minorant obtenu est cependant plus général
comme le montre I’étude des autres cas.
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Le cas i, D; 2 minjsi(Tj)'

Dans ce cas, nous avons la minoration suivante qui ne peut diminuer si, a périodes constantes,
les échéances augmentent :

5 ]

g(DM) = min; 3 1 (T)
%_ K< ED
0

Lecas [i,D; >T,.

Ce cas est inclus dans le précédent puisque sous I’hypothése posée et avec 1’algorithme DM,
pour toute tiche d’indice i nous avons D, = DJ <2 T Pour la méme raison le minorant obtenu sur
€(DM) est alors supérieur a 1/2.

L’intérét d’une telle constante est d’étre indépendante de la dimension de la base de I’ espace

vectoriel (Y, +,-), dés lors que Ui, D; 2 T;. Celle-ci peut étre comparée a la borne n(21/ -1)
obtenue par [Liu and Layland 1973] dans le cas [i, D; = T; avec RM.

Lecas{D} »{T}.

Ce cas est inclus dans le précédent, c.a.d. [i, D; 2 T, et donc dans [i, D; 2 mlnJ <|(T ). Le
minorant sur £(DM) tend alors vers 1 puisque max(’ T 5) dev1ent petit devant mm(D,)

La conclusion du chapitre VI.1.3.2. p. 55, dans le cas { D;} »{ T;} , est donc affinée pour DM
puisque le comportement observé (c.a.d. la diminution de I’écart avec I’efficacité de EDF lorsque
les échéances augmentent) se produit ici dés que pour toute tache i, nous avons D; = mi N < I(T )
et ne peut passer en dessous de 1/2 dés que pour toute tache i, nous avons Ui, D, = T

Les cas Ui, Dy=min; _;(T;) et{D} «{T}.

Avec DM, ces deux cas sont équivalents. Le minorant sur €(DM) vaut :

min; J<I(T) . obtenu pour i=n : min(T)
B(m ax; <;(T)) + Dy O™ PO (max(T) + D,

) (avec D,=max(D)).

Dans ce cas le minorant sur €(DM) conduit a 1/3T (avec OT, la dispersion en périodes)
lorsque D,, (la plus grande échéance relative) devient négligeable devant max(T). Il tend donc
vers 1 lorsque de plus 0T diminue. L’intuition est donc confirmée puisque ces deux facteurs
cumulés conduisent a une période occupée synchrone n’ayant qu’une activation par tache.
L’ordonnancement par DM et par EDF de cette période occupée (la pire en terme de faisabilité) est
alors identique quelle que soit la dispersion en échéance.

Notons que cette augmentation de I’efficacité, bien que triviale, ne pouvait étre détectée par
la minoration précédente qui tenait compte de tous les algorithmes a priorités fixes. Les
conclusions du chapitre VI.1.3.2. p. 55, dans les cas homogenes et{ D} »{ T} , sont donc affinées
pour DM. D’une part, la dispersion en échéance ne joue plus de role. D’autre part, le minorant sur

€(DM) tend vers 1/dT dans ce cas.

Le cas général ou les échéances relatives ne sont pas liées aux périodes.

Dans le cas général il n’y a pas d’interprétation claire du théoreme d’efficacité mais un
minorant non nul sur €(DM). La conjecture est donc la méme que lors du chapitre VI.1.3.2. p. 55,
mais nous avons pu préciser quelques cas ou I’efficacité de DM ne peut passer sous la valeur 1/2
et/ou tend vers 1.
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VI.2. Colt des conditions de faisabilité

En établissant notre cahier des charges lors du chapitre II.2. p. 8, nous avons noté que les
conditions de faisabilité étaient dépendantes de I’algorithme d’ordonnancement utilisé. Au dela de
la mesure de I’efficacité des algorithmes, nous avons donc décidé de nous intéresser a I’ordre de
grandeur du colit des tests nécéssaires et suffisants associés (cf. Propriété 4 p. 12). L’état de I’art
montre que ces tests sont pseudo-polynomiaux mais ne donne pas véritablement de points de
comparaison. Nous rappelons donc briévement les majorants obtenus dans [Hermant et al. 1996]'.

VI.2.1. Etat de l’art

VI1.2.1.1. Faisabilité seule avec EDF

D’apres le Théoreme 4 p. 32, il faut tester le prédicat t<h(t) sur un intervalle borné pour
établir la faisabilité d’un trafic par EDF. L’évaluation de ce prédicat est en O(n) et, dans le cas
D, <T,, Ui O[1,n], [Baruah et al. 1990] et [Baruah et al. 1990b] établissent la borne suivante sur
I’intervalle d’étude : Zi (1-D;/T;)C;/(1-U) (cf. Théoréme 3 p. 32).

Par une manipulation algébrique supplémentaire, et en posant U<c<1, il est facile de
montrer que cette approche conduit a un test pseudo-polynomial puisqu’elle permet de tester le
prédicat h(t) <t , en majorant la valeur maximale de ¢ par :

Y. (1-Dy/T)Ci/ (1-U) < (¢/(1-c)) Cmax(T; =D;).

En présence de trafics généraux, [Shin and Zheng 1994] étendent cette approche en tenant
compte de max;(D;) (cf. Théoreme 4 p. 32). La manipulation algébrique précédente nous
conduit alors a borner la valeur de 7 par :

maxEmaxi(Di), Zi (1-D;/T;)Ci/(1- U)E < max{ max;(D;),(c/(1-c)) Emax(Ti — Di)}
O O

VI.2.1.2. Pires temps de réponse avec un algorithme a priorités fixes

L’analyse de complexité faite dans la littérature est breve. D’aprés le Théoréme 9 p. 39,
Oi O [1, n] il faut calculer g (avec < Q,) level-i busy periods W, o pour établir le pire temps de
réponse de la tache T; d’un trafic général par un algorithme d’ordonnancement a priorité fixes (avec
W o < (Q; +1)T;). Comme chaque itération de I’équation récursive W; q esten O(n), que
W qsLjsL (cf. Lemme 2 p. 17) et que L < zi Ci/(l—c) si Usc<1 (cf. Lemme 4 p. 18), ce
test nécéssaire et suffisant est donc pseudo-polynomial.

VI1.2.1.3. Pires temps de réponse avec EDF

De méme d’apreés le chapitre 1V.2.4. p. 33, 0Oi O[1,n] il faut calculer a (avec a<L)
deadline(a+D;) busy periods L;(a) pour établir le pire temps de réponse de la tiche T; d’un trafic
général par EDF. Comme chaque itération de I’équation récursive L;(a) est en O(n), que
L,(a) <L (cf. Lemme 2 p. 17) et que L < i Ci/(l—c) si U<c<1 (cf. Lemme 4 p. 18), [Spuri
1996] en déduit que cet test nécéssaire et sutfisant est pseudo-polynomial.

1. développés par notre co-auteur J. F. Hermant (cf. [Hermant 1998]).
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VI.2.2. Majorations

VI1.2.2.1. Introduction

Nous simplifions ici les résultats de [Hermant et al. 1996] en nous focalisant sur une
majoration du colt des tests nécéssaires et suffisants établis lors du chapitre V. p. 41.

A part une optimisation (dite d’accélération de convergence), la procédure de calcul
considérée pour établir ces résultats est basée sur I’implémentation directe des tests énoncés au
chapitre V. p. 41. Nous posons U<c <1, 8T = max(T;)/min(T,;) et & le colit d’'une opération
¢lémentaire (addition, multiplication, fonction) et utilisons systématiquement L, la taille de la
période occupée synchrone du processeur, comme borne sur les intervalles d’étude. Avec les
algorithmes a priorités fixes, il serait possible d’utiliser la borne L; par tiche T;. Cependant :

* I’ordre de grandeur qui nous intéresse sur le colt des tests n’est pas modifié et nous avons
montré lors du chapitre V.1.1. p. 41, que des bornes similaires (mais dont une analyse plus
complete reste a faire) existent avec EDF.

* en toute rigueur, I’assignation de priorité hors-ligne optimale avec les algorithmes a priorités
fixes en présence de trafics généraux est obtenue par la procédure d’ Audsley dont la prise en
compte mutiplierait par o) la complexité des résultats. En pratique cependant, et a
moindre colt, il est possible d’utiliser une assignation de priorités fixes intéressante telle que
DM (cf. chapitre V.2.1.2. p. 48).

V1.2.2.2. Majorant sur le co(t du calcul de L

Nous avons vu que 1’équation (1) p. 17 (L(m+ U= W(L(m))) converge en un nombre fini

d’itérations si U<c<1 (cf. Lemme 3 p. 18). Appelons C; le colt de calcul de L. D’apres le
Lemme 4 p. 18, C; est majoré par 4n2F(c/(1 —c)) dTIE.

Si la récursion s’arréte des la premiere itération, c.a.d. lorsque LM = Cismin{T},C;
vaut n& (plus précisément n-1 additions). Plus généralement, si 8T = max(T;)/min(T;) et
U<c<1,C; est pseudo-polynomial avec C, < O(nz) .

VI.2.2.3. Majorant sur le colt de calcul de la faisabilité seule par EDF

D’aprées le Théoreme 12 p. 46, [t U S il faut tester le prédicat h(t) <t sur I’intervalle [0, L[
pour établir la faisabilité d’un trafic par EDF. Pour €tre rigoureux Cgpp (CtOs P(D) > le colit d’un
tel calcul, intégre aussi Cy, le colt du calcul hors-ligne de la borne L.

|, le cardinal de S, correspond au nombre de points de discontinuités pertinents (les
échéances absolues générées par le scénario d’activation synchrone) pour h(t) dans I’intervalle
[0, L[ . Nous avons donc |§ = Zi max(0, [ (L-Dy)/T;]).

Un majorant possible sur |§, vaut i“‘/ T;] , c.a.d. le nombre d’activations de taches
dans I’intervalle [O, L[ . En établissant le Lemme 4 p. 18, nous avons vu que :

L < (c Omax(T;))/(1-c) etdonc zi[L/TJ <n[(c/(1-c)) BT,

Le coftt de calcul du prédicat h(t) <t vaut 7n (3n-1 additions, 2n+1 multiplications, 2n
fonctions). Nous avons donc le majorant suivant sur le colt de tous les prédicats a tester :

IS [7n& < 7n’[(c/(1—c)) BT E
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Notons que |§ vaut 0 lorsque L < min{D;} . Plus généralement, si 8T = max(T;)/min(T;),
U<c<1 eten intégrant C; dans les calzculs précédents, Cepe (e s pery) est donc pseudo-
polynomial avec : Cepe (s pey) S o(nY).

VI.2.2.4. Majorant sur le colt du calcul des r; par un algorithme a priorités fixes

D’aprées le Théoréeme 14 p. 50, OiO[1,n] il faut tester le prédicat
r, = max, Qi{ . q} < D; (avec r; ,=w; ,-qT;) pour calculer le pire temps de réponse de la tache
T; d’un trafic général par un algorithme d’ordonnancement a priorité fixes.

Appelons  Cpp (Oi O[L ], 1, <D;)> le colit global du test et notons que le calcul
Q = [Wi, Qi/ T, —‘ s’effectue en-ligne. Il n’est donc pas utile de prendre en compte le colit du calcul
hors-ligne des w; Q, dans Crp (Ci O[], 1, <D,)"

Le colit d’une itération (Wi(,kq+ D - (q+1)C; + Zj 7 he(i) (Wi(yk%/Tj—|Cj) est de ’ordre de 4,

(7 additions, 2i-1 multiplications et i-/ fonctions si les tAches sont triées par priorités décroissantes).

Comme par définition W; (S W; 4,4 , nous pouvons accélérer la convergence du calcul
récursif de W, q+1 €n démarrant la suite sur W, q- En conséquence, si |I| est, pour la tiche T, le
nombre d’itérations induit par les calculs de toutes les level-i busy period W; q pertinentes pour
calculer 7; (c.a.d. pour tout g < Q;), alors |I| est égal au nombre d’itérations pour calculer w; 0
e 1 (1) _ P
en initialisant le caleul a W’ = Zj O he() O (i) C.
Pour la te.lchet d 1nd1ceA i,un majo.ran’t pos51ble. sur || vaut ZJ 5 he(i) O ii}- |_Wi, o’ T —‘ ,c.ad. le
nombre d’activations de taches de priorités supérieures ou égales a i dans I'intervalle [O, w; Q_[ .
Du Lemme 2 p. 17 et du Lemme 4 p. 18, nous déduisons :

Z. O ho(i) 0§ [W,o/T]< 3, [L/T]<nl(c/(1-c)) CBTT.

Pour toutes les taches, nous obtenons donc le majorant suivant sur Crp (0i 01, r <Dy (€n
. . .. , A , . , . ’ . » U T =) |
toute rigueur, il faudrait intégrer le surco(it nécessaire pour en déduire les r;, mais cela ne modifie
pas I’ordre de grandeur qui nous intéresse) :

Cep, (0L r <0y = 3, Nl HES 4n°[(c/(1—c)) BTE.

Notons que si pour toute tdche [I| =1 c.a.d. si 0i,Q, = O (la récursion s’arréte dés la
premiére itération), nous avons alors Zi [l| C4i & = ZnZE. Plus généralement, si U<c<1 et
0T = max(T;)/min(T;), Cepe (mins pey) st done pseudo-polynomial avec :

3
Crp, (mi 01 n),r, <D, S O(N7).

VI.2.2.5. Majorant sur le colt du calcul des r; par EDF

D’aprés le Théoréeme 13 p. 47, Oi0O[1,n il faut tester le prédicat

r, = max,{r;(a)} <D,; (avec ri(a)=L;(a)-a) pour calculer les pires temps de réponse des

taches d’un trafic général par EDF. Appelons Cepe (g1, ), r, < ;) 1€ colit global du test. Seules

les valeurs de a (en calant a+D; sur un point de discontinuité) dans I’intervalle /0,L] sont

pertinentes. En toute rigueur Cgpp (0i O[L,n], 1, <D,) intégre donc aussi C;, le colit du calcul hors-
ligne de la borne L.
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Le colit d’une itération de L;(a) (cf. équation (17) p. 46) est de I’ordre de //n¢ (4n-3 additions,
3n-1 multiplications, 4n-3 fonctions).

Comme L;(a;)<L;(a,) sia;<a, (cf. [Hermant et al. 1996]), nous pouvons accélérer
la convergence du calcul de L;(a,) en démarrant la suite sur L;(a;) . En conséquence si |l|
est, pour la tache T;, le nombre d’itérations induit par le calcul de toutes les deadline busy period

L.(a) pertinentes pour calculer r;, alors |lI| est égal au nombre d’itérations pour calculer
Li(max{a+D;<L}) en initialisant la suite & L{Y(max{a+D;<L}) = 0.

Pour chaque tiche, un majorant sur |l|, vaut i (L/ Ti—|, c.a.d. le nombre d’activations de

taches dans I’intervalle [O, L[ . En établissant le Lemme 4 p. 18, nous avons vu que:

L < (c Omax(T;))/(1-c) et donc zi[L/TJ <n[(c/(1-c)) BT .

Pour toutes les taches, nous obtenons le majorant suivant sur le colit de calcul de toutes les
deadline busy periods L;(@) (en toute rigueur, il faudrait intégrer le surcolit nécessaire pour en
déduire les r;, mais cela ne modifie pas I’ordre de grandeur):

Y NIl (ing < 11n°*[ (¢/(1-c)) BT E.

Notons que si L<min{T} , la récursion sur le calcul de toutes les deadline busy periods
L,(a) s’arréte des la deuxiéme itération, |I| =2 (la récursion ne peut s’arréter sur la premiére
itération car nous initialisons le calcul des Li(l)(a) a0). Le calcul est alors en n’. Plus généralement
si Usc<1l et 8T = max(T;)/min(T;), Cepp, (0i O[Ln],r,<D;) €St donc pseudo-polynomial (il
faut y intégrer le C;, le colit de calcul de L, mais cela ne modifie pas I’ordre de grandeur) avec :

3
Ceor, (i o1, 1, <p,) S O(NY).
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Partie C: Ordonnancement temps réel
centralisé non-préemptif

Cette partie est consacrée a I’ordonnancement centralisé non-préemptif, non-oisif (c.a.d.
sans inactivité possible du serveur lorsque sa file d’attente n’est pas vide, cf. Hypothése 2 p.
10) en présence de trafics non-concrets T. Ce probleme, moins étudié que le cas préemptif,
présente avec celui-ci des similitudes mais aussi quelques différences que nous allons tenter
d’identifier. En particulier, nous allons voir que les propriétés d’optimalité et d’efficacité sont
largement perturbées par les inversions de priorités causées par 1’absence de préemption. La
démarche suivie sera la méme que dans le cas préemptif en y faisant référence des que possible.

Plus précisément, le chapitre VII. p. 68, commence par examiner les résultats connus en
termes de faisabilité, optimalité et pires temps de réponse. Ces résultats étant plus limités que
dans le cas préemptif, le chapitre VIII. p. 72 propose ensuite quelques extensions issues de
[George et al. 1996]. Le chapitre IX. p. 85, donne enfin des éléments de comparaison avec les
résultats préemptifs.

Une synthese sera proposée lors de la Partie D au regard des propriétés posées dans notre
cahier des charges (cf. chapitre 11.2.2. p. 10). L’impact de 1’absence de préemption y sera
illustré par quelques applications numériques.
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VIl. Etat de I'art

VIl.1. Introduction

Comme pour le cas préemptif, le principal objectif des travaux existants est de coupler un
algorithme d’ordonnancement optimal avec un test nécéssaire et suffisant pseudo-polynomial,
basé ou non sur le calcul des pires temps de réponse des taches. Avant d’examiner ces résultats,
discutons rapidement de I’adéquation du comportement oisif/non-oisif des algorithmes non-
préemptifs a notre cahier des charges.

VIl.1.1. Algorithmes d’ordonnancement oisifs/non-oisifs

Ce probleme ne se pose pas si le référentiel d’ordonnancement X contient uniquement des
algorithmes préemptifs (oisifs ou non-oisifs). Les résultats d’optimalité, généralement établis
avec des algorithmes préemptifs non-oisifs, restent valables en présence d’algorithmes
préemptifs oisifs. Cecin’est plus vrai si X contient uniquement des algorithmes non-préemptifs
(oisifs ou non-oisifs). A titre d’exemple, la version non-préemptive et non-oisive de EDF
(notée NP-EDF dans la suite) peut conduire a un ordonnancement non valide d’un trafic
concret alors qu’il existe pourtant une solution non-préemptive, oisive valide (cf. Figure 11).

Figure 11 : Sous optimalité de NP-EDF face a un algorithmes non-préemptif, oisif

+ + :
51 52 s5tDy s1+Dy Ordonnancement non valide obtenu
| \L par NP-EDF

T | Ty

-

Ordonnancement valide obtenu par
un algorithme d’ordonnancement
P 11 |

non-préemptif, oisif.

[Garey and Johnson 1979] montrent que 1’établissement de la faisabilité d’un trafic
concret est un probléme NP-complet en contexte non-préemptif, oisif. Des propriétés optimales
ont été identifiées (telle la décomposition du trafic initial en sous-trafics n’interférant pas les
uns avec les autres [ Yuan 1991], [Agrawala et al. 1994]) sans réduire pour autant la complexité
pire cas. Au dela des problémes de colt, ces résultats s’appuient sur des hypothéses de
clairvoyance incompatibles (cf. Hypotheése 2 p. 10) avec notre cahier des charges, puisqu’ils
imposent la connaissance des instants d’activation futurs pour prendre les décisions
d’ordonnancement valides. Dans le cas des trafics non-concrets T qui nous intéressent, [Howell
et al. 1995] prouvent qu’il ne peut exister d’algorithme optimal non-préemptif oisif non-
clairvoyant.

Ces inconvénients disparaissent si le référentiel d’ordonnancement est restreint aux
algorithmes non-préemptifs non-oisifs et aux trafics non-concrets T. Bien que dominés
théoriquement par des solutions clairvoyantes oisives (ou éventuellement non-clairvoyantes
oisives, ce qui est une question ouverte), des résultats d’optimalité pratiques peuvent toutefois
étre établis et accompagnés de calculs pseudo-polynomiaux de faisabilité et de pires temps de
réponse. Rappelons en effet que la majorité des systémes opérationnels sont non-oisifs
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VIl.1.2. Résultats existant

Les notions et les résultats proposés dans le cas non-préemptif non-oisif s’ inspirent du cas
préemptif. Ils ont fait cependant I’objet a notre connaissance de moins de publications.

Table 4 : Résultats non-préemptifs non-oisifs

priorités dynamiques priorités fixes
(cf. chapitre VIL.2. p. 69) (cf. chapitre VIL.3. p. 71)

Optimalité [Kim and Naghibdadeh 1980],
[Jeffay et al. 1991]

Tests donnant la [Kim and Naghibdadeh 1980],
faisabilité seule [Jeffay et al. 1991],

[Shin and Zheng 1994]
Tests donnant la faisabilité et [Hansson et al. 1994],
les pires temps de réponse [Burns et al. 1995]

Les algorithmes d’ordonnancement considérés sont HPF non-préemptifs, non-oisifs et se
distinguent par leurs techniques d’assignation de priorités (cf. Définition 8 p. 13). Nous
rappelons1 brievement les résultats en notre connaissance pour les priorité dynamiques puis
pour les priorités fixes. Bien que cela ne fasse pas partie de I’état de I’art, nous utiliserons a
nouveau le concept de référentiel d’ordonnancement? (cf. Définition 21 p. 20) afin de lever
toute ambiguité sur I’énoncé des résultats. Quelques généralisation/discussions seront ensuite
proposées lors du chapitre VIII. p. 72, pour les case grisées (en particulier pour les cases vides).

VII.2. Priorités dynamiques

La littérature considere plus particulierement la version Non-Préemptive, Non-Oisive de
EDF (notée NP-EDF dans la suite). La différence avec le cas préemptif est qu’a tout instant
une inversion de priorité peut se produire, résultant de I’arrivée d’une activation de tache ayant
une échéance absolue inférieure a celle de 1’activation de tiche en cours d’exécution.

Contrairement au cas préemptif, I’optimalité de NP-EDF est prouvée uniquement par
I’examen de quelques cas particuliers de faisabilité de trafics non-concrets T. Le calcul des
pires temps de réponse des tdches n’est pas considéré dans la littérature.

Théoreme 20 - [Kim and Naghibdadeh 1980], [Jeffay et al. 1991]. Soit un référentiel
d’ordonnancement =(Y,T1) ou Y contient tout TPN caractérisé par D; = T, Oi O[1,n] edl

=T
contient tout algorithme d’ordonnancement non-préemptif non-oisif. NP-EDF est 2-optimal et
O(t OY), T est NP-EDF-faisable si et seulement si:

U<1e Ot0[0, max{D}], t=h(t)+maxy . {C -1 (27)
|
avec maxp 5 {Ci—14 =0 si /Z(: D, >t.

Cette condition étend le résultat de [Liu and Layland 1973]. Elle est trivialement
nécessaire pour tout algorithme non-préemptif, non-oisif en présence de trafics non-concrets
(cf. Lemme 16 p. 72 pour une généralisation) et est aussi suffisante pour NP-EDF (cet
algorithme est donc Z-optimal dans ce cas). Supposons en effet qu’elle soit vérifiée et qu’il
existe pourtant un scénario d’activation w ordonnancé par NP-EDF qui rate une échéance, alors
il est possible de durcir ce scénario (cf. Figure 12) pour obtenir [’un des scénarii testé par 1’éq.

1. Nous sommes en temps discret (cf. Hypothése 3 p. 10). Les inversions de priorités ne seront donc visibles qu’une
unité de temps apres le début d’exécution des activations de taches.

2. Les référentiels d’ordonnancement utilisés dans cette partie sont cependant moins généraux que ceux de la partie
préemptive car nous ne pouvons plus utiliser la propriété d’équivalence en périodes et en échéances (cf. Définition
36 p. 52) sans durcir les conditions de faisabilité. Ce point sera précisé lors du chapitre IX.1. p. 85.
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(27), c.a.d. a une contradiction. Nous renvoyons le lecteur au Lemme 17 p. 73 pour une
généralisation et un raffinement de ce résultat, grace au concept de deadline busy period.

Notons que dans le cas D; = T; Lil[Ln], s’ existe t>max{D} tel que
t<h(t) + maxDi>t{ C-1 < ((t+Ti _Di)/Ti)Ci <tU, alors 1<U. Le trafic ne peut
donc avoir été déclaré faisable par ]I’éq. (27).

Une conséquence remarquable de ceci est que [t >max{D} , EDF et NP-EDF sont
strictement équivalents puisqu’alors maXDi>t{ C,—1 = 0. De plus ce test est pseudo-
polynomial puisque I’on teste un prédicat en O(n) sur un intervalle borné par le max{ D;} .

Figure 12 : Inversion de priorité maximale avec NP-EDF a I’instant =T;
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[Shin and Zheng 1994] étendent cette propriété au cas des trafics généraux. Rappelons
qu’il peut alors y avoir plus d’une activation par tiche en file d’attente sans pour autant rater
d’échéances (cf. chapitre IV.2.3.4. p. 32). Leur mod¢le étant orienté vers la communication de
messages, ils majorent cependant les inversions de priorités possibles.

Théoréne 21 - [Shin and Zheng 1994]. Soit un référentiel d’ordonnancement Z=(Y,I1) ou Y
contient tout TPN, T1 contient NP-EDF et C_ est la durée maximale de tout message. (T Y), T

est NP-EDF-faisable si U<1 et Ot 'S, t2h(t) + C,—1,
n n
0 O 0 C,—1+ Zi _,(1-Dy/T)HCO
avec S = H]{D; +KT, kO IN}Hn [0, maxtnax{ D} , U H .
0., 0 O O

L’approche est identique au Théoréme 4 p. 32 du cas préemptif : limitation du test a
I’ensemble S des points de discontinuité ou h(t) change de valeur ; prise en compte des bornes
max{ D} pour les trafics généraux, et (Cp -1+ Zi i} l(1 -D;/T;,)C))/(1-U) par
manipulation algébrique de la demande processeur.

La différence avec le cas préemptif vient de la prise en compte des inversions de priorités
qu’ils majorent systématiquement par Cp —1, la pire durée de transmission d’un message. Ceci
pose probléme car, comme nous I’avons vu dans le cas D; = T;, Ui O [1, n], les inversions
de priorités disparaissent avec NP-EDF pour tout t > max{ D} . La condition qu’ils obtiennent
ne peut donc étre nécessaire pour nos trafics non-concrets (cf. Hypothese 1 p. 9).
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VII.3. Priorités fixes

Les algorithmes d’ordonnancement a priorités fixes sont caractérisés par une assignation
de priorités hors-ligne, valable pour toutes les activations d’une méme tache. Aucun résultat
d’optimalité n’est connu dans le cas non-préemptif. Par contre, dans un mode¢le continu (c.a.d.
ou les parameétres des taches, ainsi que les décisions d’ordonnancement, ne sont pas limités par
des valeurs enticres), [Hansson et al. 1994] et [Burns et al. 1995] adaptent le calcul des pires
temps de réponse des taches d’un trafic non-concret T en contexte non-préemptif, non-oisif.

Théor éme 22 - [Hansson et al. 1994], [Burns et al. 1995]. Soit un référentiel d’ordonnancement
>=(Y,M) ou Y contient tout TPN et Tl contient NP-PF, un algorithme d’ordonnancement non-
préemptif, non-oisif a priorités fixes. UT 'Y le pire temps de réponse t; de toute tiche T; par NP-
PF est obtenu par [’équation récursive suivante (ou hp(i) dénote [ ‘ensemble des taches de plus haute
priorité que T; et Ip(i) I’ensemble des tdaches de plus basse priorité que T;) :

r = max, - 1___Q{Wi,q+Ci—qTi} , (28)

i
ou Q est la valeur minimale telle que W; o+ C, <(Q+1)T;, Y, g est le temps de résolution et

Ce résultat adapte en fait le Théoreme 9 p. 39, établi dans un contexte préemptif. En dehors
du parametre Y, g, introduit pour permettre d’aligner éventuellement les calculs sur le temps

de résolution du systéme, les deux différences sont :

* le terme B; = max )i ){ CJ-} introduit dans chaque fenétre W;  (cf. éq. (29)) qui

traduit I’inversion de priorité maximale provoquée par I’absence de préemption avec NP-

PF. Remarquons que contrairement a NP-EDF,, ce terme est une constante qui représente

par tiche T, la plus grande durée d’exécution parmi les tiches ayant une priorité
inférieure (c.a.d. parmi Ip(i)).

* le déplacement de la durée d’exécution de la (g+1 )ié’"e activation de la tache T; de I’éq.
(29) vers I’éq. (28). Ceci traduit I’impossibilité de préempter cette activation dés lors
qu’elle a commencé de s’exécuter. Le calcul de w; , s’arréte alors sur le démarrage de la
(q+1)""¢ activation de la tiche T; et non, comme en préemptif, sur sa fin d’exécution.

Une condition nécessaire et suffisante évidente pour tester la faisabilité du trafic non-
concret T revient alors a tester : [Ji O [1,n], r; < D; (cf. Propriété 2 p. 11).
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VIill. Extensions/discussions

L’état de I’art est donc moins complet qu’en préemptif. NP-EDF semble étre optimal
parmi les algorithmes non-préemptifs non-oisifs (au moins dans le cas de trafics non concrets
vérifiant D; = T;, 0i O[1, n] ). Par contre, nous ne savons rien de I’optimalité dans le cas de
priorités fixes. La formulation des tests se présente toujours en [t[J S P(t) ou en
Oi O[1, n], r; < D; mais nous ne savons pas comment calculer les pires temps de réponse avec
EDF ou borner les intervalles d’étude par tdche. Nous revenons donc sur ces points en
proposant quelques extensions et discussions en présence de trafics non-concrets. Nous
insisterons sur les différences/ressemblances avec le cas préemptif. L’efficacité des
algorithmes et le colit des tests associés seront examinés au chapitre IX. p. 85.

VIll.1. Earliest Deadline First Non-Préemptif, Non-Oisif (NP-EDF)

VIIl.1.1. Une optimalité limitée

Observons tout de suite par un simple contre-exemple que contrairement au cas préemptif,
ou [Dertouzos 1974] établit I’optimalité de EDF par un argument de permutation trés général
(cf. Théoreme 1 p. 29), NP-EDF n’est pas optimal en présence de trafics concrets w parmi les
algorithmes d’ordonnancement non-préemptifs, non-oisifs.

Figure 13 : NP-EDF en présence de trafic concrets

S
S% S3+D3 SZ+D2 SI+D1

T 2 |I T ! | T, | Ordonnancement no&zahde obtenu par NP-EDF

Ordonnancement valide obtenu par un algorithme
d’ordonnancement non-préemptif, non-oisif.

Par contre, en présence de trafics non-concrets T, NP-EDF peut &tre montré Z-optimal si
I’on se limite aux algorithmes d’ordonnancement non-préemptifs, non-oisifs. Les référentiels
d’ordonnancement concernés par cette propriété sont donc limités mais restent intéressants
puisque NP-EDF sera alors capable d’ordonnancer tout scénario d’activation wde T, dés lors
qu’un autre algorithme non-préemptif, non-oisif dans ¥ sera capable de les ordonnancer (cf.
chapitre II1.3. p. 20 pour une discussion de la X-faisabilité et la Z-optimalité en présence de
trafics non-concrets).

Pour établir ce résultat d’optimalité, commencgons par rappeler une condition de faisabilité
nécessaire triviale pour tout algorithme d’ordonnancement non-préemptif oisif ou non-oisif en
présence de trafic non-concrets T. Nous focaliserons ensuite sur le concept de deadline busy
period pour montrer que cette condition est aussi suffisante pour NP-EDF (cf. Théoré¢me 23 p.
77). [Kim and Naghibdadeh 1980], puis plus formellement [Jeffay et al. 1991], établissent ce
résultat lorsque le trafic non-concret vérifie D; = T;, Ui O[1,n] (cf. chapitre VIL.2. p. 69).

|
[Shin and Zheng 1994] généralisent ce résultat mais pour un modele de trafic différent.

Lemme 16 - Sium trafic non-concret 1 est faisable par un algorithme non-préemptif NP-P, alors :

Otz0, t=3  (1+|(t-D)/T;])C+maxp 5 {C-1
D <t !

ot maxDi>t{Ci—1} = 0si /IZ(: D, >t
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Preuve. Construisons W, un scénario d’activation possible de T. Soit 0, un instant synchrone
pour toute tiche T, de T vérifiant D, <t. Comme I’inter-arrivée minimale de T; est 77}, il peut
donc y avoir 1 + \_(t -D,)/T, J actlvatlons de T; arrivées, et ayant une echeance absolue dans
I’intervalle [0, t] . En contexte non-préemptif non -oisif, la tiche vérifiant maxp, > { Ci -1
peut retarder I’exécution des tiches précédentes si elle est activée en -1 (ce retard's’annule si
aucune tiche ne vérifie D; > t). Ainsi pour cette instanciation concréte w de T, et quelque soit
t positif, il doit étre possible d’exécuter zD < (L+[(t=D))/T; PC; + maxp, >t{ C,—1 dans
I’intervalle [0, t] si par hypothése T esf Taisable par NP-P. m)

VIll.1.2. Deadline-d busy period

Nous adaptons ici les résultats du chapitre V.1.1. p. 41 au contexte non-préemptif, non-
oisif!. Le Lemme 2 p. 17, nous prouvant que L est la plus longue période occupée, nous
focalisons a nouveau sur les deadline-d busy period pour en déduire L, <L, la plus grande
deadline busy period pour toute tiche T; de T, afin de borner I’intervalle d’étude permettant
d’établir la faisabilité d’un trafic ou de calculer les pires temps de réponse avec NP-EDF.

VIIl.1.2.1. Propriétés

Rappelons qu’une deadline-d busy period est caractérisée par un intervalle ou seules des
activations de taches ayant une échéance absolue inférieure ou égale a d sont exécutées (cf.
Définition 19 p. 19). La différence avec le cas préemptif est ici qu’une inversion de priorité peut
se produire avant toute deadline-d busy period, provoquée par une activation de tdche ayant
une échéance supérieure a d. Pour la faisabilité seule, nous adaptons le Lemme 9 p. 41, en le
faisant précéder de la pire inversion de priorité possible.

Lemme 17 - [George et al. 1996]. Soit un trafic non-concret T ordonnancé par NP-EDF. Si une
échéance absolue est ratée pour un certain scénario d’activation alors [ =0 tel que h(t)+B(t)>t
dans une deadline-t busy period résultant du scénario d’activation suivant. T; vérifiant
B(t) = maxp >t{ C 1} est activée a l'instant -1 (B(t) = 0 si [j, Dj <t ) et toutes les autres
taches du trafi ¢ sont synchrones en 0 et périodiques ensuite.

Preuve. Soit un scénario d’activation W de T conduisant une activation de la tAche T; a rater
une échéance absolue a I'instant t,. Soit t; le dernier instant avant t, tel qu’il n’y ait pas
d’activation de tache en file d’attente ayant une échéance absolue inférieure ou égale a t, (nous
posons t; = O ert, = t dorénavant, cf. Figure 14). Par choix :

* 0 doit étre I’instant d’activation d’une tache et il n’y a pas de période inoccupée du
processeur dans I’intervalle [0, t] puisque NP-EDF est non-oisif.

* une inversion de priorité peut se produise en 0 puisque NP-EDF est non-préemptif.

Soit b la durée d’une telle inversion de priorité. Avec NP-EDF, b est provoquée par une tache
ayant une échéance relative supérieure a ¢ et seules des activations de tiches ayant des
échéances absolues inférieures ou égales a t sont exécutées dans ’intervalle [b, t] . L’instant
b est donc le début d’une deadline-t busy period, dont la durée est supérieure a t—b, par
I’hypothése qu’une échéance absolue est ratée en t.

Soit T; la tache vérifiant B(t) = maxp . { Ci— 1} . B(t) est donc la durée maximale d’une
inversion de priorité avec NP-EDF si T; démarre son exécution a I’instant —1. En effet toute
autre inversion de priorité a une durée b < B(t) (notons que B(t) = 0 si [Jj, D;st).

Considérons maintenant le scénario périodique pour lequel T j est activé en —1 et ou toutes
les autres taches, sauf T;, sont synchrones en 0 (notons que toutes les taches, sauf T;, sont

1. ces résultats ont été établis avec notre co-auteur M. Spuri dans [George et al. 1996].
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synchrones en 0 si B(t) = 0). Comme nous provoquons la pire inversion de priorité, le début
de la deadline-t busy period est repoussé en B(t). De plus, la demande processeur ne peut
diminuer dans ’intervalle [0, t] car le nombre d’activations de tiches ayant une échéance
absolue dans cet intervalle ne peut qu’augmenter. La longueur de la deadline-t busy period
démarrant en B(t) ne peut donc diminuer et T; rate toujours une échéance a I’instant t.

Finalement si T; est aussi activée de fagon synchrone en 0 et périodique ensuite, alors on
ale scénario d’activation énoncé par ce lemme et la demande processeur dans I’intervalle [0, t]
est maximisée. Elle vaut maintenant 4(z) (cf. Définition 15 p. 16) qui donne la durée maximale
de la deadline-t busy period démarrant en B(t). Soit t' la plus grande échéance absolue
précédant t dans ce dernier scénario, on a h(t)=h(t' ). Comme B(t)+h(t) est plus grand que
t>1", alors une échéance absolue est ratée au plus tard en t' dans la deadline-t busy period
démarrant en B(?). )

Figure 14 : Faisabilité et Deadline busy period en contexte non-préemptif non-oisif

I — |

-1 =0 B(1) r b=t

[ ] deadline-t busy period I T

De la méme facon, le concept de deadline busy period permet de limiter les intervalles ou
s’effectue le calcul des pires temps de réponse en contexte non-préemptif, non-oisif.

Lemrme 18 - [George et al. 1996]. Avec EDF, le pire temps de réponse d’une tdche T; de T se trouve
dans une deadline(a+ D;) busy period résultant d’une activation périodique des tdaches ou : T; est
activée en @ ; toutes les autres tdches ayant une échéance absolue inférieure ou égale a a+ D; sont
activées de fagcon synchrone en 0 ; la tdche (s’il en existe une) ayant la plus grande durée d’exécution,
parmi celles ayant une échéance absolue supérieure & a+ D, est activée a I'instant -1.

Preuve. Soit un scénario Wde T ou T; est activée a I’instant t; avec son échéance absolue en
t, = t; + D; (cf. Figure 15). Soit t,, I’instant de début d’exécution par NP-EDF de cette
activation et t5, le dernier instant avant t; tel qu’il n’y ait pas d’activation de tiche en file
d’attente ayant une échéance absolue inférieure ou égale a t,. Par choix :

* t5 est I'instant d’activation d’une tache et il ne peut y avoir de période inoccupée dans
I’intervalle [t5, t,] puisque NP-EDF est non-oisif.

* P’exécution de I’activation de T, arrivée en t; est précédée d’une période occupée
constituée d’activations de tiches arrivées dans I’intervalle [t;, t,] et dont les échéances
absolues sont inférieures ou égales a t,. Cette période est donc une deadline-t, busy
period.

* une activation de tache précédant t5 et ayant une échéance absolue supérieure a t, peut
créer une inversion de priorité avant cette deadline-t, busy period, car NP-EDF est non-
préemptif.

Figure 15 : Temps de réponse et Deadline busy period en contexte non-préemptif non-oisif

I e v

130 tj=a »’4 ty=t;+D=a+D;
ty-13=Lyt)) = Li(a)
- -
Bty -13) rity) =ri@ =Lt) + C;-(t;-13)

s T [ | deadline-t; busy period
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Considérons maintenant le scénario pour lequel:

* toutes les tiches, sauf T, , ayant des échéances relatives inférieures ou égales a t, —t3 sont
activées de fagon synchrone en 0 et périodique ensuite,

* T; estactivée en ..., a-2T}, a-T;, a, a+T;..., avec @ = t; —15,

* T; tel que B(t,—t;) = maxp tz_ts{ Ci— 1} (s’il existe une telle tache) est activée en - 1.

T; provoque la pire inversion de priorité par NP-EDF pour I’échéance absolue a+ D, et
la demande processeur induite est maximisée dans [0, a+ D;] , par rapport a celle induite dans
[ts ty] initialement. Le début d’exécution de I’activation de T; arrivée en a est donc retardé
par rapport a I’instant t, dans le scénario initial et donc au-dela de a dans le nouveau scénario.

En appliquant ce raisonnement quelque soit le scénario initial, on obtient nécessairement le pire
temps de réponse de T; sur I’un d’entre eux. )

VII.1.2.2. Calcul de L;

Comme en préemptif, pour toute tache T; il est possible de calculer en non-préemptif non-
oisif la durée de L; (cf. Définition 20 p. 20), la plus longue deadline busy period possible pour
T;. Ceci, grace au dernier lemme, va nous permettre de restreindre a [0, L;] , ’intervalle ou est
calculé le pire temps de réponse de T; possible par NP-EDF. Le calcul s’inspire de celui
proposé¢ au chapitre IV.2.4. p. 33, pour le cas préemptif, mais présente deux diftérences :

« (D1) le terme B(t) = maxp . {C;—1} traduit 'inversion de priorit¢é maximale

provoquée par NP-EDF a I’instant 7. Nous avons déja remarqué que B(t) s’annule pour
tout t > max{D;} . EDF et NP-EDF sont donc similaires aprés max{ D;} .

* (D2) toujours en raison de I’absence de préemption, le calcul de L;(@) proposé en
contexte préemptif doit étre 1égerement modifié pour s’arréter sur le début d’exécution de

I’activation de tache arrivée en a, et non pas sur sa fin d’exécution. Ceci car I’absence de
préemption interdit d’interrompre I’exécution de cette activation.

Plus précisément, pour un des scénario d’activation w du Lemme 18 p. 74, si la durée de
la période occupée démarrant en 0 et précédant I’exécution de I’activation de T; arrivée en a,
est appelé L;(@) (cf. Figure 15, avec 13=0 et 1;=a), le temps de réponse de cette activation vaut
alors ri(@) = L@ + C,—a(etnon L,(a) —a comme en préemptif). En adaptant le calcul du
chapitre IV.2.4. p. 33, pour tenir compte du contexte non-préemptif non oisif, la durée de L;(a)
est alors obtenue par la premicre racine de I’équation récursive suivante :

LM D@ = Ba+ D) + Wi(a,L™(a)) + |a/T, |C;. (30)

Le premier terme du c6té droit de I’équation, B(a+ D,) = maxp > a + Di{ Ci— 1} , tient
compte de I’inversion de priorité maximale par NP-EDF a I’instant a + D, . Le second terme,
Wi(a,t) , calcule la durée d’exécution maximal d’activations de tiches (autres que T; ) ayant des
échéances absolues inférieures ou égales a a+D; et étant arrivées durant L,(@). Plus
précisément pour tout / et pour toute tache T;, le nombre maximum d’activations de T; arrivées
dans l’intervalle fermé [0,t] est égal a 1+ \_t/ TjJ. Contrairement au cas préemptif, nous
utilisons un intervalle fermé a droite car L;(@) ne s’arréte plus sur la fin d’exécution de
I’activation de T; arrivée en a mais sur son début d’exécution. Il ne doit donc pas y avoir
d’activation de tache plus prioritaire a cet instant. Par contre, comme dans le cas préemptif nous
bornons le nombre d’activations de taches pertinentes par 1 + |_(a +D,— Dj)/ Tjj, c.a.d. par
celles ayant une échéance absolue inférieures ou égales a a + D, . Nous obtenons donc:

Wica, 1) = min{1+|t/T,],1+|(a+D;-D,)/T, } C. (31)

Zjii,Djsa+Di

75



Le troisicme terme enfin donne le temps nécessaire a I’exécution des activations de T;
arrivées avant a durant la deadline-a + D; busy period.

Pour tout a=0, la récursion s’arréte des que L; ( )(a) L, (m+ 1)(a) L;(a) vaut alors
(a) L’éq. (30) est convergente si U < 1 car 1’éq. (31) (et doncl €q. (30)), sont croissantes
ena etcar Li(@)<L et L estbornée si U<1 (cf. Lemme 2 p. 17, Lemme 3 p. 18).

En nous basant sur les scénarii d’activation w du Lemme 18 p. 74, nous savons donc
calculer L;(a) dans le cas non-préemptif non-oisif. Il est possible d’en déduire la borne L;,
utilisée pour le calcul du pire temps de réponse de la tiche T, en testant toutes les valeurs
possibles de a. Il est aussi possible de réutiliser la procédure hors-ligne établie dans le cas
préemptif (cf. chapitre V.1.1.2. p. 43) en remplacant toutefois la formule de L;(a) par celle qui
vient d’étre établie ici. Ces resultats s’appliquent aussi pour la borne L utlhsee pour I’analyse
de la faisabilité seule, avec L <L, <L puisque I’on considere alors umquement le scénario du
Lemme 17 p. 73, qui est 1nc1u dans ceux du Lemme 18 p. 74.

VIIL.1.3. Optimalité et faisabilité

Le prédicat utilisé comprend d’une part la demande processeur h(t) (cf. Définition 15 p.
16) pour toutes les tiches ayant une échéance relative inférieures ou égale a ¢ et d’autre part
B(t) = maxp, -1 C; =1} , la pire inversion de priorité en 7 (B(t) = O si /E( D, >t, puisqu’il
ne peut alors y avoir d’inversion de priorité).

h(t) + B(t) = Z.n ,max(0, 1+ | (t=D))/T; )C; +maxp, » {C;~1} . (32)

En s’inspirant des résultats préemptifs deux approches permettent de borner I’intervalle
d’étude, manipulations algébriques de la demande processeur et périodes occupées. Nous
adaptons trivialement le Lemme 13 p. 45, sur la borne L, pour établir la faisabilité¢ avec NP-
EDF en tenant compte des inversions de priorités maximales.

Lenme 19 - Ot, O<t<L, d(t)=00 Ot t=0, P(t) =20 avec d(t) = t—(h(t) + B(t)).
Preuve. Soit A (t) = ®(t+L)—P(t), nous avons :

A (t) = L- z mnapr 1+ {HL—DJE mapr 1+ F__DJJE.I%CJ
i ] 0 Tj 1]

—(maxp 5 {Ci =1 —maxp . {C;-1})

-D. O 0 -D. [
>L - z _ 1%mapr 1+ {HI_‘I_—DJJE—mapr,1+ F_I__DJJEECJ
] ]

n O |L, =B |t-p;|L
ZL-ijlmaxgp'F+? { T JEDL Z,_{chj

j j J

Comme L est la premiére racine de L = Z (L/ T;]C; (cf. chapitre IIL.2.1. p. 17),
A (t)=d(t+L)-P(t)=0.Si Ot, 0<st<L, dD(t) >0, le résultat est alors prouvé. m

En adaptant I’état de I’art a nos trafic non-concrets T et en intégrant les bornes L; et L, nous

obtenons un résultat d’optimalité pour NP-EDF et un test nécéssaire et suffisant pour établir la
faisabilité de T par cet algorithme.
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Théor éne 23 - [George et al. 1996]. Soit un référentiel d’ordonnancement Z=(Y, 1) ot Y contient
tout TPN et T1 contient tout algorithme d’ordonnancement non-préemptif non-oisif. NP-EDF est Z-
optimal et (T OY), T est NP-EDF-faisable si et seulement si :

0t0S, ¥, max(0, 1+| (t=Dy)/T, |)C; + maxp 5 { G~ 1} <t

avec maxp, -t Ci =1 = 0 lorsque JZ(: D, >t,
n . 0
S = @ji = 1%<Ti +D,,0<ks ((mln{ L, L} —Di)/Ti—| + 1],
[ ml
1l n [l
M = maxgmax{ D}, Zj _,(T;=Dpu/(1-u)g.
0 0
— n o . , .
L = ZJ _ 1’_L/Tj —|Cj (la premiére racine de cette équation),

L;S (la plus grande deadline busy period synchrone pour la tache T;, Ui O [1, n] ).

Preuve. h(t) mesure la demande processeur maximale dans I’intervalle [O, t] a partir du
scénario d’activation synchrone en 0 (cf. Définition 15 p. 16). Cette condition est nécessaire
pour tout algorithme non-préemptif en présence de trafics non-concrets T (cf. Lemme 16 p. 72).
Elle est aussi suffisante pour NP-EDF car si un scénario d’activation rate une échéance absolue
par NP-EDF, alors il existe un instant ¢ sur un scénario du Lemme 17 p. 73, conduisant a
vérifier que A(t)+B(t)>t. NP-EDF est donc Z-optimal parmi les algorithmes non-préemptifs
non-oisifs pour les trafics non-concrets T.

h(t) + B(t) étant une fonction discontinue, (h(t) + B(t))/t décroit entre deux points de
discontinuité. Seuls les points dans 1’ensemble S sont donc pertinents.

une deuxiéme conséquence du Lemme 17 p. 73, est la borne L sur I’ 1ntervalle d’étude (cf.
chapitre VIII.1.2.2. p. 75) La borne L vient du Lemme 19 p. 76. Notons que L <L, mais le
calcul proposé pour L étant procédural, nous conservons la borne L dans le test

Enfin, la borne Y adapte le résultat du Théoréme 21 p. 70, qui majore les inversions de
priorité par la constante C,. Si le test est vérifiée dans I'intervalle /0, |1/ mais rate une échéance
en 1>, alors comme par hypothese U= Max{ DJ} nous avons B(t) = 0 et donc:

t<h(t) + B(t) < Zi _((t+T{=D;)/T))C; <tU + Zi _,(T,-D)/T)cC,
cad. t< z,n: L(T;=D;)U/(1-U) (contradiction). 0

Ce test est pseudo-polynomial si U < ¢ <1 (cf. chapitre [X.2.1. p. 89). Du point de vue de
la faisabilité, il n’est que suffisant pour EDF car il introduit un terme additionnel dans le
prédicat a tester du Théoréme 12 p. 46 (un test nécéssaire et suffisant pour EDF). Un trafic
faisable par NP-EDF est donc faisable par EDF' (nous verrons que cette remarque ne tient pas
avec les algorithmes a priorités fixes).

Rappelons que la Z-optimalité énoncée ici pour NP-EDF limite le référentiel
d’ordonnancement ¥ aux algorithmes non-préemptifs non-oisifs en présence de trafics non-
concrets T. Elle est toutefois intéressante puisqu’elle couvre tout algorithme non-préemptif
non-oisif pouvant ordonnancer tout scénario d’activation wde T (cf. chapitre I11.3.2. p. 22 pour
une discussion de la Z-faisabilité et de la Z-optimalité).
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VIIl.1.4. Faisabilité basée sur les pires temps de réponse

L’état de D’art ne traite pas cette approche. Le Lemme 18 p. 74 conduit a une
deadline(a+D,) busy period telle que :

* toutes les taches, sauf T;, ayant une échéance relative inférieure ou égale a a+D; sont
activées de fagon synchrones en 0 et périodiquement ensuite (c.a.d. § = 0,
ag #i), D;sa+D;),

* T; estactivéeen ..., a-T}, a, a+T;... (cad. § = a—| /T, |T)),

* la tache ayant la plus grande durée d’exécution parmi celles ayant une échéance absolue
supérieure a @ + D; (s’il en existe une), est activée a I'instant t = 1.

Pour ce scénario d’activation, r(@ = max{C,, Ly(@) + C,—a} ou L;(a) est obtenu par
I’équation (30) p. 75, que nous exprimons sous la forme non condensée :

L@ = maxgau0{Ci=3 + Y mmmﬂ“a)J LMJECJTT‘?JCP (33)

0 T; T; 0
j#i,D;<a+D, ! !

Adaptons le Lemme 14 p. 47, au cas non-préemptif non-oisif afin d’établir la borne L, sur
les valeurs de a pertinentes, pour le calcul des pires temps de réponse avec NP-EDF.

Lemre 20 - Oa, a=0, r;(a+L)<r;(a)
Preuve. Si par hypothese Lik(a+ L) - Lik(a) <L, alors:

k+1
L Y@+ L) = maxp o0 140{C -1 + [ (a+ L)/ TC,

+ 5 min{1+ | L Va+ L)/ijax{o,1+L(a+ L+D;-D))/T, }} G
j#i

< maxDj >a+ Di{ C] _1} + La/TIJC|

+y | min{1+ | (L(@))/T, |, max{0, 1+ | (a+ D, ~D))/T; }} C; + > [vmig,
_ Li(k+ 1)(a)+ L

Comme par définition Li(o)(a+ L) - Li(o)(a) <L, alors par récurrence L;(a+L)-L;(a)<L.Comme
de plus ri(a+L)-ri(a) = Ly(a+L)-L;(a)—L, le résultat est prouvé. O

Nous obtenons le test nécéssaire et suffisant suivant pour établir la faisabilité de tout trafic
non-concret T par NP-EDF en se basant sur le calcul des pires temps de réponse.

Théor éne 24 - [George et al. 1996]. Soit un référentiel d’ordonnancement Z=(Y, ) ou Y contient
tout TPN et T contient NP-EDF. (T 0Y), T est NP-EDF-faisable si et seulement si :

OiO[1,n],r;<D; ot r; = max, ;& C;, Li(@) +C,—a} avec:

e 3 o000 e
] ] i

j¢i,Disa+Di

S= (0 ,{KT/+ D;-D,0<ks|min{L,L} /T }).

n
L = Zj 1 " L/ Tj —|Cj (la premiére racine de cette équation),

L; (la plus grande deadline busy period pour la tache T;, Ui O [1, n] ).
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Preuve. L;(a) donne la taille maximale d’une deadline(a+D;) busy period correspondant a
I’'un des scénarii d’activation w de T du Lemme 18 p. 74. Cette condition est trivialement
nécessaire pour NP-EDF car ces scénarii sont des instanciations concrétes possibles de T et
Oi O[1,n], Oa,r;(a) = Li@) + C; —a< D; si par hypothese T est faisable par NP-EDF. Elle
est suffisante pour NP-EDF car tout temps de réponse dans un scénario d’activation ne peut
qu’augmenter en le ramenant au scénario correspondant du Lemme 18 p. 74. Les bornes L; et
L sur I’intervalle d’étude viennent respectivement du chapitre VIII.1.2.2. p. 75, et du Lemme
20 p. 78. L; < L, mais le calcul de L; étant procédural, nous conservons L dans le test. O

Ce test est pseudo-polynomial si U < c <1 (cf. chapitre IX.2.3. p. 90). Notons que malgré
les inversions de priorités, les pires temps de réponse par NP-EDF ne sont pas nécessairement
supérieurs a ceux de EDF car le calcul de L;(a) est différent (cf. chapitre VIII.1.2.2. p. 75).

VIIl.2. Priorités fixes

Nous précisons' ici I'utilisation des level-i busy periods dans le cas non-préemptifs puis
discutons des problémes posés par 1’optimalité dans ce contexte ou aucun résultat n’est connu.
Rappelons toutefois que le Théoréme 22 p. 71, de I’état de I’art énonce déja la faisabilité de
tout trafic non-concret T dans le cas non-préemptif. On notera |p(i) ’ensemble des taches de
plus basse priorité que T;, et hp(i) celui des taches de plus haute priorité que T, .

VIIl.2.1. Level-i busy period
VIII.2.1.1. Propriété

I1 est possible d’adapter pour une tache T; le concept de level-i busy period, introduit par
Lehoczky en préemptif (cf. Lemme § p. 38), au contexte non-préemptif non-oisif. Rappelons
que durant une telle période, seules des activations de taches ayant une priorité supérieure ou
égale a T, sont exécutées (cf. Définition 18 p. 19).

Lemme 21 - [George et al. 1996]. Soit NP-PF un algorithme d’ordonnancement non-préemptif, non-
oisif, a priorités fixes. Le pire temps de réponse de toute tdche T; d'un trafic non-concret T se trouve
dans une level-1 busy period résultant du scénario d’activation strictement périodique suivant : toutes
les taches Tj vérifiant jOhp() O{i} sont synchrones a l'instant 0 et la ticheT | vérifiant
B, = max, Ip(i){ Cy—1} estactivée al’instant -1 (B, = 0 si Ip(i) = O).

Preuve. Soit I’ordonnancement produit par NP-PF sur un scénario d’activation w de T (cf.
Figure 16). Soit t, le début d’exécution d’une des activations de T; et t; le dernier instant avant

t, sans activation de tache en file d’attente de priorité supérieure ou égale a T;. Par choix :

* t; est instant d’activation d’une tache T; vérifiant j Ohp(i) O {i} . Comme de plus NP-

PF est non-oisif il ne peut pas y avoir de période inoccupée dans I'intervalle [t,, t,] .

* t, est précedé par une période occupée ou seules des activations de taches appartenant a
hp(i) O {i} sont exécutées (il s’agit donc d’une level-i busy period).

* en raison de 1’absence de préemption, juste avant cette level-i busy period, une activation
de tache arrivée avant t; et ayant une priorité inférieure a T; (c.a.d. appartenant a Ip(i))
peut s’exécuter en provoquant une inversion de priorité. La fin de cette exécution (ou
’instant t;, s’il n’y a pas d’inversion de priorité) et t, délimitent la level-i busy period.

Si nous activons maintenant T; de fagon synchrone en t; et périodiquement ensuite, les
exécutions des activations de T; dans I’intervalle [t, t,] ne sont pas déplacées dans la level-i
busy period. Par contre, les temps de réponse des activations de T; dans cet intervalle ne
peuvent diminuer puisque les instants d’activation de T; sont décalés vers la gauche.

1. cette discussion est largement initiée par notre co-auteur L. George dans [George et al. 1996].
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Si toutes les taches T; de priorités supérieures a T; (c.a.d. j O hp(i)) sont activées de facon
synchrone en t; et périodiquement ensuite, leur nombre est maximisé et les temps de réponse
des activations de T; dans cet intervalle ne peuvent qu’étre inchangés ou augmentés.

Si enfin, parmi toutes les taches T, de priorités inférieure a T; (c.a.d. kO Ip(i)), nous
débutons I’exécution de celle vérifiant B, = max, Ip(i){ Cik—1 en t;—-1 (B, =0 si
Ip@i) = O), alors I’effet de ’absence de préemption est maximisé et les temps de réponse des
activations de T; dans cet intervalle ne peuvent qu’étre inchangés ou augmentés. Finalement,
en substituant t; par O, le résultat est prouvé. m)

Figure 16 : Temps de réponse et level-i busy period en contexte non-préemptif non-oisif
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VIIl.2.1.2. Calcul de L; et de w;

Gréce au lemme précédent, il est possible pour une tache T; d’adapter les calculs proposés
en contexte préemptif de Z; et de w; , dans le cas non-préemptif, non-oisif. Pour cela, nous
devons prendre en compte deux différences :

s le terme B, = max, Ip(i){ Cy—1} quitraduit les inversions de priorités provoquées par
I’absence de préemption (avec B, = 0 si Ip(i) = ). Notons que le blocage résultant
est une constante qui représente pour T; la plus grande durée d’exécution parmi les tiches
ayant une priorité inférieures (c.a.d. parmi |p(i)). Il impacte donc toute la level-i busy
period et ne disparait pas apres t >max{ D} comme c’est le cas avec NP-EDF.

* pour w; ., le calcul porte sur 'intervalle fermé précédant I’exécution de la (g+1
activation de T; et non pas, comme en préemptif, sur I’intervalle ouvert terminant sur sa
fin d’exécution (cf. Théoréme 9 p. 39). En effet, en non-préemptif tant que I’exécution de
la (g+1)"™¢ activation de T; n’a pas démarré, il est possible qu’une activation de tdche
plus prioritaire la retarde. Par contre, il n’est plus possible de la préempter ensuite.

ieme

i et, comme en
préemptif, de la charge cumulée des activations des taches de priorités supérieures ou égales a
T ’d.ur’ant [0, L;[ (C..él.d. Wi(L;) = Zj O et 0L [ Li/T;|C;, cf. Définition 14 p. 15). Plus
précisément pour I’intervalle [O, t[ Suvert 4 droite, car on ne veut pas prendre en compte
d’activations arrivant en fin de L; faisant parties d’une nouvelle level-i busy period, I’idée est
d’adapter le calcul de L (cf. chapitre II1.2.1. p. 17), en comparant I’addition de ces deux termes
avec la longueur t de I’intervalle. Si le résultat est plus grand que t, alors L; est nécessairement
supérieur et I’argument est reconduit récursivement jusqu’a ce qu’on trouve une valeur égale a
la précédente. Formellement, L; est le point fixe de I’équation récursive convegente suivante :

(1 _
%i - Bi+ZJth(i)D{i} G

[ 1
4.~ g™

Pour L; (la plus longue level-i busy period), le calcul tient compte du terme B,

(34)

Le calcul est arrété lorsque Li(m) = Li(m+ 2 L; vaut alors Li(m). De cette fagon, nous
trouvons la plus petite solution de I’équation (avec max, Ip(i){ Cik—1 =0silp()=0):
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Pour w; ., rappelons qu’en non-préemptif non-oisif le calcul doit porter sur I’intervalle fermé
precedant I’exécution de la (g+1)"" activation de T; (cf. Figure 16). Il doit donc prendre en
compte le terme B;, ¢ activations de T; (la (g+1 )ieme est exclue car par hypothése elle ne peut
étre préemptée) et V_VI (t), la charge cumulée sur un intervalle fermé [0, t] (cf. Définition 14 p.

15) du nombre maximum d’activations des taches T de priorités supérieures a T;, c.a.d. :
Wi(t) = Zj th(i)(l * \_t/TjJ)Ci

Le principe est le méme que pour le calcul de L;, mais en fixant le nombre exact
d’activations de T;. L’idée est de comparer I’addition de ces trois termes, mais ici avec la
longueur t de I’intervalle fermé [0, t] car on veut prendre en compte les activations de taches
plus prioritaires qui arriveraient en /. Si le résultat est plus grand que t, alors w; q est supérieur
et I’argument est reconduit récursivement, jusqu’a ce que I’on trouve une valeur égale a la
précédente. Formellement, w; q st le point fixe de I’équation récursive convergente suivante :

1
%Ni q( ) = B.+in

ENi,q(m+l) = B, + W(w, (m))"'qci

(36)

Le calcul est arrété lorsque W; (m - =W, (m+1) _ = W, ,. De cette fagon, nous trouvons

I,q
la plus petite solution de I’ equatlon (avec maxkD |p(|){ C— 1} =0silpi) =0):
Wi g = MaXqpii Ce—1 + zj th(i)(l | Wi /T )C; +aC;. (37)

VIIl.2.2. Faisabilité basée sur les pires temps de réponse

Le Théoreme 21 p. 70, énonce déja ce résultat. L.’argumentation porte juste ici sur les
calculs précédents de level-i busy periods pour établir en contexte discret la faisabilité d’un
trafic non-concret T par un algorithme non-préemptif non-oisif a priorités fixes.

Théorenme 25 - [Hansson et al. 1994], [Burns et al. 1995], [George et al. 1996]. Soit un référentiel
d’ordonnancement Z=(Y,[1) ou Y contient tout TPN et T1 contient NP-PF, un algorzthme

d’ordonnancement non-préemptif. non-oisif a priorités fixes. (T 0Y), T est NP-PF-faisable si et
seulement si:

OiO[Ln],rsDj.ou r; = MaXyeq<co{Wi g+ C—aT} avec:

Q = ’_Li/Ti—| — 1 (Q; étant aussi la valeur minimale telle que W; ot Ci<s(Q+1T)).

Preuve. W; q donne la taille maximale d’une /evel-i busy period contenant g activations de T;
et correspondant a1’un des scénarii d’activation wde T du Lemme 21 p. 79. Cette condition est
nécessaire pour NP-PF puisque ces scénarii sont des instanciations concrétes possibles de tout
T0Y etque Ui O[1,n] et Oq, r; q=Wigqt C, —qT, < D; si par hypothese T est faisable par
NP-PF. Elle est suffisante pour NP-PF car tout temps de réponse dans un scénario d’activation
ne peut qu’augmenter en le ramenant au scénario correspondant du Lemme 21 p. 79. m)

Ce test nécéssaire et suffisant pour NP-PF est pseudo-polynomial si U<c<1 (cf.
chapitre [X.2.2. p. 89). Il n’est pas suffisant pour PF' (la version préemptive de NP-PF) car les
pires temps de réponse obtenus ici ne sont pas nécessairement supérieurs a ceux obtenus par
PF. Les calculs de w; i, q sonten effet différents (cf. chapitre VIII.2.1.2. p. 80). Nous ne pouvons
rien en déduire concernant I optimalité et allons voir au chapitre suivant que contrairement au
cas préemptif (cf. Théoreme 8 p. 38), il n’est pas possible de le simplifier en considérant
uniquement ¢g=0 lorsque Ui O [1,n], T; 2 D;.
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VIII.2.3. Une optimalité limitée

Contrairement a NP-EDF/EDF (cf. Théoréme 23 p. 77), un algorithme a priorités fixes
NP-PF n’est pas dominé, au sens de la Définition 35 p. 48, en termes de faisabilité et donc
d’optimalité, par PF’ (sa version préemptive). En effet, nous venons de voir que 1’absence de
préemption n’agrave pas forcément les pires temps de réponse des taches (seul moyen connu
d’établir la faisabilité avec les priorités fixes) car les calculs de W; o sont différents en
préemptif et en non préemptif. Illustrons ceci par un simple trafic T a 3 taches :

1,(C;=3,T,=5,D,=5), 1,(C,=2, T,=8, D,=8), 15(C5=1, T5=9, D5=9).
Pour ce trafic, D; = T;, Ui O[1,n] et L, la taille de la période occupée synchrone du
processeur, vaut 15 quel que soit 1’algorithme non-oisif utilisé (cf. équation (2) p. 17).

Considérons I’ordonnancement de cette période occupée synchrone obtenu par quatre
algorithmes non-oisifs (cf. Figure 17) :

* P (qui assigne les priorités dans I’ordre T, T3, T,),
* DM (dans I’ordre 1., T5, T3),
* NP-P et NP-DM (les versions non-préemptives de P et DM).

Figure 17 : Période occupée synchrone avec P, DM, NP-P, NP-DM
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Cette figure montre que T n’est pas faisable avec DM, qui assigne les priorités dans 1’ordre
T4, T,, T3 (cf. Théoreme 7 p. 37). Comme DM est I’algorithme préemptif a priorités fixes
optimal lorsque D; < T;, Ui O [1, n] , T n’est donc pas faisable par aucun algorithme préemptif
a priorités fixes, en particulier par P qui assigne les priorités dans I’ordre T,, T3, T,.

Dans le méme temps, T n’est pas faisable non plus par NP-DM (la version non-
préemptive, non-oisive de DM) mais est faisable par 1’algorithme NP-P (la version non-
préemptive, non-oisive de P), puisqu’alors r; = 4<D,, r; = 5<Dj et r,=7<D, (cf.
Théoreme 25 p. 81).

Il est remarquable qu’un trafic faisable par un algorithme non-préemptif non-oisif NP-P
ne soit faisable ni par P, sa version préemptive, ni par aucun algorithme préemptif car DM
(’algorithme préemptif optimal dans ce cas) ne peut I’ordonnancer. L’absence de préemption,
globalement pénalisante, peut donc parfois avantager certains algorithmes a priorités fixes en
termes de faisabilité et d’optimalité. Ceci est impossible avec EDF (cf. Théoreme 23 p. 77).

Remarquons de plus que le scénario synchrone étant toujours le pire pour la tache de plus
faible priorité en non-préemptif non-oisif (cf. Lemme 21 p. 79), nous constatons sur la figure
(ce qui est confirmé par le Théoréeme 25 p. 81) que le pire temps de réponse de T2 est atteint
sur sa deuxiéme g (q=1) = [.etnonsa premiere M3 ( = 6, activation. Il n’est donc pas
possible en non- preemptlf non-oisif de simplifier le caﬂcul en ne retenant que la valeur ¢g=0,
comme en préemptif, lorsque D; < T,, Oi O [1,n] .

Si nous nous limitons maintenant aux algorithmes non-préemptifs non-oisifs a priorités
fixes, voyons comment dans [George et al. 1996] notre co-auteur L. George adapte la
procédure d’Audsleyl, optimale en contexte préemptif pour les trafics non-concrets (cf.
chapitre 1V.3.4.3. p. 40 pour I’algorithme de cette procédure). La seule différence avec le
contexte préemptif vient de 1’utilisation du Théoreme 25 p. 81 au lieu du Théoreme 22 p. 71.

Lemme 22 - [George et al. 1996]. Soit T un trafic non-concret et NP-PF un algorithme
d’ordonnancement non-préemptif, non-oisif a priorités fixes. Avec NP-PF, décroitre la priorité d’une
tdache diminue ou laisse inchangé les pires temps de réponse des autres tdches de T.

Preuve. Soit T; U T la tAche qui voit sa priorité décroitre.

* Avant le changement de priorité : Ip(i) est ’ensemble des taches de plus basse priorité
que T;, et hp(i) I’ensemble des taches de plus haute priorité que T;.

* Aprées le changement de priorité : 1p’(i) est ’ensemble des taches de plus basse priorité
que T;, et hp'(i) I’ensemble initial des taches de plus haute priorité que T;.

Apres le changement de priorités, le pire temps de réponse est identique pour les taches de
hp(i) O Ip'(i) etne peut pas augmenter pour les tdches de Ip(i) n hp'(i) (cf. Théoréme 25 p.
81). Pour ces derniéres en effet, T, n’apparait plus que comme une inversion de priorité
possible, contre au moins une exécution avant le changement de priorité. Toutes les tiches de
T, sauf T;, étant considérées, le résultat est prouvé. O

Théor éme 26 - [George et al. 1996], [George 1998]. La procédure d’assignation de priorités, dite
d’Audsley, est Z-optimal dans un référentiel d’ordonnancement Z=(Y, ) ou Y contient tout TPN et
I contient tout algorithme d’ordonnancement a priorités fixes non-préemptif, non-oisif.

Preuve. Soit T un trafic non-concret de Y. Audsley procede par priorités décroissantes (cf.
chapitre IV.3.4.3. p. 40). S’il ne trouve aucune tache faisable a un niveau de priorité par le
Théoréme 25 p. 81, alors le trafic est trivialement non faisable.

1. nous simplifions ici la preuve proposée initialement.
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Si par contre il trouve une tache faisable a ce niveau alors il est possible de lui affecter cette
priorité ou la remplacer (cf. Lemme 22) par toute tache restante faisable a un niveau de priorité
supérieur mais faisable aussi a ce niveau de priorité. Il est donc impossible de trouver une
assignation de priorités faisable que ne pourrait pas trouver cette procédure. )

Comme nous 1’avons déja remarqué lors du chapitre V.2.1. p. 47, cette procédure n’est pas
totalement satisfaisante car elle reste cotiteuse et dominée ici par NP-EDF (cf. Théoréme 23 p.
77). Elle correspond en fait & une amélioration d’une procédure optimale en n/ (avec n le
nombre de taches), qui testerait toutes les permutations possibles pour assigner les priorités.

Il est important de souligner que contrairement aux cas préemptif, et excepté ce résultat
relativement colteux, nous ne connaissons aucune procédure d’assignation de priorités fixes
optimale, méme dans un référentiel d’ordonnancement restreint, en contexte non-préemptif
non-oisif pour les trafics non-concrets.
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IX. Eléments de comparaison des performances des algorithmes

Ce chapitre examine brievement I’impact de 1’absence de préemption sur les résultats
d’efficacité des algorithmes puis de colt des tests. Quelques applications numériques seront
proposées au chapitre X.2. p. 100.

IX.1. Efficacité des algorithmes
IX.1.1. Efficacité / borne de faisabilité

Nous avons vu lors du chapitre VI.1.2. p. 52, des référentiels d’ordonnancement
> = (Y, M) compatibles pour la faisabilité avec la relation d’équivalence en périodes et en
échéances (cf. Définition 36 p. 52). Ceci permet de passer I’ensemble Y™ au quotient par cette
relation et de se munir d’une base caractérisée par les couples (7,D) de Y pour exprimer tout
trafic non-concret T [JY comme combinaison linéaire des vecteurs de la base. Il est alors
possible d’utiliser des normes pour mesurer 1’efficacité exacte des algorithmes
d’ordonnancement de I1. En particulier Ngpp, une norme valide appelée critére d’optimalité
(cf. Théoréme 17 p. 54), permet de mesurer A NEDF(P) = g(P), l'efficacité exacte de tout
algorithme d’ordonnancement P (I 1 en présence de EDF (avec E(EDF) = 1).

En présence d’algorithmes non-préemptifs, la faisabilit¢ de deux trafics non-concrets
(1,7) OY® équivalents en périodes et en échéances n’est plus similaire en raison des
inversions de priorités différentes possibles (cf. chapitre VIIL. p. 72). Passer Y au quotient par
cette relation conduit alors a des conditions suffisantes relativement pessimistes sur la
faisabilité des trafics puisque les inversions de priorités sont alors maximisées (en agrégeant
les taches caractérisées par les mémes couples (7,D), on allonge les inversions de priorités).

Les minorations proposées en préemptif sur I’efficacité des algorithmes a priorités fixes
restent cependant valables (cf. [Leboucher 1998]). Celles-ci laissant parfois une large marge de
manoeuvre et NP-EDF étant 2-optimal en présence de trafics non-concrets et d’algorithmes
non-préemptifs non-oisifs (cf. Théoreme 23 p. 77), vérifions que 1’avantage constaté dans
certain cas préemptifs a utiliser EDF face aux priorités fixes (cf. chapitre VI.1.3. p. 55) reste
significatif ici. Pour cela, sans passer Y au quotient par la relation d’équivalence en périodes
et en échéances, nous allons juste utiliser Ngpp pour en déduire des bornes de faisabilité a
interpréter. En effet, pour tout T 1Y et tout algorithme (non-préemptifs y compris), nous
avons la condition nécessaire :

Ch(t)d
12sup . o DﬂD = Ngpgp(T) (cf. Lemme 1 p. 16). (38)
tRg g

Nepge(T) ne peut donc étre supérieur a 1 si T est faisable par EDF. 11 est donc possible de
calculer une borne de faisabilité dans un référentiel d’ordonnancement ¥ pour un algorithme
non-préemptif P [J 1 comme suit (cf. Définition 38 p. 53):

O(NEDF(P) = sup{a/ (0t Y , Ngpe(t) <a O P(1))} . (39)
Notons que nous ne pouvons pas en déduire! €(P) et que toute condition suffisante basée

sur Npppdonne alors uniquement une minoration de cette borne de faisabilité pour P. Quelques
tendances sur 1’évolution de telles minorations sont examinées ici.

1. EDF est X -optimal en présence d’algorithmes non-préemptifs et 1’éq. (38) est un test nécéssaire et suffisant pour
EDF (cf. Théoréme 12 p. 46). Une conjecture est donc que la borne de faisabilité basée sur Ny est la meilleure
possible pour les algorithmes non-préemptifs en présence de EDF. Notons cependant que les preuves des propriétés
énoncées par le Théoreme 16 p. 53, ne sont plus valables sans la relation d’équivalence en périodes et en échéances.
Nous ne pouvons donc pas affirmer que Ny -est le critere d’optimalité, qui donnerait la meilleure borne dans ce cas.
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IX.1.2. EDFINP-EDF

Compte-tenu des inversions de priorités possibles, 0D = max(D;)/min(D;) la
dispersion en échéances devrait pénaliser GNEDF(NP-EDF) en comparaison de O(NEDF(EDF) .
Pour préciser cette intuition, considérons le test nécéssaire et suffisant pour tout trafic non-
concret T 1Y par NP-EDF (cf. Théoréme 23 p. 77) :

Ot=0, t=maxy , {C;—1 + h(t) (avec maxp , {C;—1 = 0si #:D;>),

maxq -{ Ci— 1
cad Ot=0, @sl— D'>tt L (40)

En se limitant a min(D;) , le premier point de discontinuité pertinent, nous obtenons le test
suffisant suivant pour tout trafic non-concret T 1Y par NP-EDF :

min(D;) —maxy 5 o { G — 1
NEDF(T)smax%), ' mitr)]'(Dr?')n(D') ' E (41)

Le cas Ui, D=D.

Dans ce cas O(NEDF(NP-EDF) = ¢(EDF) = 1 car trivialement il ne peut y avoir
d’inversions de priorités. Ceci est confirmé par 1’éq. (40) (un test nécéssaire et suffisant pour
NP-EDF) puisque Ot =min(D,), maxp, >t C;—1} = 0. En fait dans ce cas particulier, a
fortiori vrai dans le cas homogene (c.a. d. Oi, D =D, T;=T), le scénario d’activation pire cas
redevient comme pour EDF'le scénario synchrone avec NP-EDF.

Le cas de Liu & Layland (c.a.d. Ui, D; = T)).

Dans ce cas, plus 0T = max(T,)/min(T;) (la dispersion en période) augmente, plus
(NP-EDF) diminue. Il est en effet facile d’identifier un trafic T [0 Y faisable par EDF
FDF . i : .. .
mais non faisable par NP-EDF, par exemple si un scénario d’activation w de T conduit a un
facteur de blocage suffisant sur la tdche de plus petite période. Avec les mémes durées
d’exécution, si nous modifions Y en augmentant les périodes, sauf le min(T;), alors dT
augmente et :

* le scénario w est toujours trivialement faisable par EDF et non faisable par NP-EDF.

* Ngpr diminue car Ngpp= NU—Z C,/T,; dans ce cas (cf. Théoreme 2 p. 30). Il vient de
I’éq. (39) que N, (NP EDF)= O(N (NP EDF) diminue aussi.

Par le raisonnement inverse, il est remarquable que min(T,) a une influence forte sur
GNEDF(NP-EDF) (méme si toutes les autres tiches ont des grandes périodes). En effet plus ce
terme est petit devant les autres périodes, plus le facteur de blocage (c.a.d. la durée d’exécution)
nécessaire pour rendre le trafic non faisable par NP-EDF est petit. Une seule tdche ayant une
petite période suffit a faire fortement diminuer o NEDF(NP-EDF) .

Lecas [Ji,D; > T,.

Dans ce cas, plus les échéances relatives des tiches (en particulier le min(D,))
augmentent en comparaison des périodes, plus On, (NP-EDF) tend vers 1. En effet, pour tout
trafic T faisable par EDF, I’éq. (41) (un test suffisant pour NP-EDF) tend vers Ngpge(T) <1
lorsque min(D;) augmente en comparaison des périodes (et donc de MaXp, > min(D, ){ C-1)
puisque [i, C; < T, est une condition nécessaire triviale pour que T reste faisable par EDF Il
vient, de 1’éq. (39) que GNEDF(NP EDF) tend aussi vers 1.
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Lecas [Ji,D;<T,.

Dans ce cas, certains trafics T Y peuvent vérifier maxp min(Di){ C,—-1 >min(D;).
Le test suffisant donnée par I’éq. (41) n’a donc aucun sens. En reprenant le raisonnement tenu
dans le cas Liu & Layland, mais en utilisant la formule de Ngpp (cf. Théoreme 17 p. 54) au lieu
de N, il vient que a NEDF( NP-EDF) diminue lorsque la dispersion en échéances ou en périodes
augmente. Ceci est d’autant plus marqué que le min(D;) diminue.

Le cas général ou les échéances relatives ne sont pas liées aux périodes.

Excepté les tendances décrites ci-dessus, nous n’avons pas d’interprétation claire dans le
cas général. En particulier, compte-tenu du terme négatif de 1’éq. (41), nous n’avons pas de
minoration sur O(NEDF(NP-EDF). Notons cependant qu’il reste toujours des trafics TLY
faisables par EDF et NP-EDF, O(NEDF(NP-EDF) (le terme gauche de 1’éq. (39)) ne peut donc
jamais s’annuler.

En conclusion, la borne de faisabilité GNEDF(NP-EDF) est donc pénalisée par les
inversions de priorités possibles lorsque la dispersion augmente et/ou que certaines échéances
sont plus petites que les périodes. Voyons maintenant ce qu’il en est des priorités fixes.

IX.1.3. Les priorités fixes

Les résultats du chapitre VIII. p. 72, nous donnent quelques indications :

* NP-EDF est Z-optimal en présence de trafics non-concrets et d’algorithmes non-préemptifs
non-oisifs (cf. Théoreme 23 p. 77). Il vient que O(NEDF(NP-EDF) > O(NEDF(NP-PF) dans un
tel référentiel d’ordonnancement ¥ (avec NP-PF, un algorithme non-préemptif non-oisif a
priorités fixes quelconque). Nous allons vérifier si cette propriété de NP-EDF conduit a un
avantage aussi significatif qu’en préemptif en terme d’efficacité.

* pour la méme assignation de priorités fixes, il est possible d’étre faisable en non-préemptif
sans 1’étre en préemptif (cf. chapitre VIII.2.3. p. 82). Nous ne pouvons donc pas énoncer
que a NEDF(PF) >qa NEDF(NP-PF) (avec PF la version préemptive de NP-PF)

Malgré ce dernier résultat, la dispersion devrait encore fortement jouer en faveur des
algorithmes préemptifs. Précisons ceci en nous inspirant de la démarche suivie pour NP-EDF,
mais en utilisant N\ £ Ngpp (cf. Théoréme 12 p. 46). Le chapitre VI.1.3. p. 55, nous a permis
d’en déduire un minorant sur I’efficacité des algorithmes préemptifs a priorités fixes. Le méme
raisonnement, partant ici du Théoréme 25 p. 81, nous conduit au test suffisant suivant en non-
préemptif (avec Ip la priorité fixe la plus faible et max, |p{ C,—1} =05s’iln’y aqu’une
priorité) :

min(D;) —max, . ,{ C,— 1}
max(T;) + min(D;) 0

Ny < max%), (42)

Compte-tenu du terme négatif, ce résultat (2 comparer avec 1’équation (22) p. 56 en
préemptif) ne peut conduire a une minoration pertinente de o NU(NP-PF) dans le cas général.
Voyons cependant, de fagon trés similaire a ce qui a été dit pour NP-EDF, comment il est
possible d’interpréter certains cas particuliers.
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Le cas homogene (c.a.d. Ui , D=D, T=T).

Trivialement dans ce cas il est encore impossible d’étre non faisable par NP-PF et faisable
par PF. On a donc O(NU(NP-PF) = ¢(PF) = ¢(EDF) = 1 (cf. chapitre VI.1.3.2.b p. 57).

Le cas de Liu & Layland (c.a.d. Ui, D; = T)).

Dans ce cas, plus 8T = max(T;)/min(T;) (la dispersion en période) augmente, plus
O(NU(NP-PF) diminue face a €(PF) . Il est en effet facile d’identifier un trafic T J Y faisable
par PF mais non faisable par NP-PF. Par exemple avec PF=RM, 1’algorithme a priorités fixes
préemptif optimal dans de cas, si un scénario d’activation w de T conduit & un facteur de
blocage suffisant sur la tache la plus prioritaire, c.a.d. de plus petite période. Avec les mémes
durées d’exécution, si nous modifions Y en augmentant les périodes, sauf le min(T,), alors
OT augmente et :

* le trafic modifi¢ est toujours trivialement non faisable par NP-RM et faisable par RM.

* N = chi/Ti diminue. O(NU(NP-RM) ne peut donc que diminuer par I’ €q. (39).

Rappelons que les bornes O(NU(NP-RM) et Ol F(NP-RM) sont égales dans ce cas (cf.
Théoreéme 2 p. 30). Ce résultat est donc valable avec la meilleure borne de faisabilité en notre
connaisance (cf. chapitre IX.1.1. p. 85). Comme pour NP-EDF, la diminution de cette borne
est fortement influencée par la dispersion alors que 1’efficacité de RM ne peut descendre en
dessous de n(2""—1) d’aprés [Liu and Layland 1973]. Notons que le raisonnement est
identique si nous diminuons min(T;). Une seule tdche avec une petite période influe donc
fortement sur I’efficacité de NP-RM.

Lecas [Ji,D; > T,.

Dans ce cas, plus les échéances relatives des taches (en particulier min(D;) ) augmentent
en comparaison des périodes, plus o NU(NP-F\’M) tend vers 1. En effet, pour tout trafic T
faisable par PF, 1’éq. (42) (un test suffisant pour NP-PF) tend alors vers
Ny (1) £min(D;)/ (max(T;) + min(D,)) lorsque min(D,;) augmente en comparaison des
périodes (et donc de max, . ,{ C,—1} ) puisque Ui, C, < T; est une condition nécessaire pour
que T reste faisable par PF. L’éq. (42) tend donc vers N,(T) < 1 lorsque min(D;) augmente
aussi face a max(T;) . Il vient, de I’éq. (39), que OINU(NP-PF) tend aussi vers 1

L’intuition est confirmée, le choix de I’algorithme (préemptif/non-préemptif, priorités
fixes/dynamiques) perd de son intérét lorsque les échéances relatives sont grandes face aux
périodes.

Le cas (i, D; < T;.

Dans ce cas, certains trafics T [J'Y" peuvent vérifier max, .. |p{ Cy—1 >min(D;). Le test
suffisant donné par 1’éq. (42) n’a donc aucun sens. En reprenant le raisonnement tenu dans le
cas Liu & Layland, mais en utilisant DM au lieu de RM et la formule de Ngpp (cf. Théoreme
17 p. 54) au lieu de Ny, il vient que O NEDF(NP-DM) diminue lorsque la dispersion en
échéances ou en périodes augmente. Ceci est d’autant plus marqué que le min(D;) diminue.

Le cas général ou les échéances relatives ne sont pas liées aux périodes.

Excepté les tendances décrites ci-dessus, nous n’avons pas d’interprétation claire dans le
cas général. En particulier, compte-tenu du terme négatif de 1’éq. (42), nous n’avons pas de
minoration sur O Ne (NP-PF) . Notons cependant qu’il reste toujours des trafics faisables par
NP-PF, O(NEDF(NP-HF) , le terme gauche de 1’éq. (39), ne peut donc jamais s’annuler.
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En conclusion, les bornes de faisabilité¢ o NEDF(NP-PF) et Oy DF(NP-EDF) sont donc
toutes les deux tres pénalisées par les inversions de priorités possibEles lorsque la dispersion
augmente et/ou que certaines échéances sont plus petites que les périodes. Bien que NP-EDF
soit 2-optimal en présence trafics non-concrets et d’algorithmes non-préemptifs non-oisifs (cf.
Théoréme 23 p. 77), il semble donc que I’avantage constaté en préemptif a utiliser EDF par
rapport aux priorités fixes (cf. chapitre VI.1.3. p. 55) ne soit pas significatif ici. Quelques
applications numériques seront proposées au chapitre X.2. p. 98, pour illustrer notre propos.

IX.2. Colt des conditions de faisabilité

Contrairement a 1’efficacité des algorithmes, le colit des tests n’est pas modifié par le
passage du préemptif au non-préemptif, non-oisif. En effet la modification des tests porte
principalement sur la prise en compte d’un terme additionel, le facteur de blocage. Nous
reprenons donc simplement les résultats préemptifs du chapitre VI.2.2. p. 62, en précisant
I’impact de ces facteurs de blocage sur le cofit des tests.

Notons tout d’abord que le colt du calcul de L, la taille de la période occupée du
processeur servant a borner les intervalles d’études, est identique au cas préemptif (cf. chapitre
VI.2.2.2. p. 62). En effet L ne dépend pas de I’algorithme choisi (préemptif/non-préemptif, a
priorités fixes/dynamiques) deés lors que celui-ci est non-oisif mais uniquement du scénario
d’activation (cf. Lemme 2 p. 17).

IX.2.1. Majorant sur le colt de la faisabilité seule par NP-EDF

D’apres le Théoréme 23 p. 77, [t O S il faut tester le prédicat h(t) + B(t) <t pour établir
la faisabilité d’un trafic par NP-EDF. C\p_gpp (CtO'S P(1)) > le cotit de ce calcul, est donc égal
a Cepr (to s p(t)) » e cott du méme calcul dans le cas préemptif (cf. chapitre VI.2.2.3. p. 62),
en tenant compte du terme additionel B(t) sur chaque point de discontinuité. Comme
B(t) = maxp, >{ C; =1} esten O(n), I’ordre de grandeur de ces cofits est le méme.

2
Cnp-eDF, (Cros P(ty) < O(N7) -

IX.2.2. Majorant sur le colt du calcul des r; par un algorithme a priorités fixes

D’apres le Théoreme 25 p. 81, OiO[1,n] i faut tester le prédicat
M= maXyco{Ww +C—aT} <D;, w4, =0qC+ Z. . hp(i)(l +| W /T DC; +B;
pour calculer le pire temps de réponse de la tache T; d’un trafic général par un algorithme non-
préemptif, non-oisif a priorités fixes.

CNP_FP, (i O[L,n],r,<D,)" le cotit de ce calcul, est donc €gal a CFP’ (OiO[Ln],r,<D,)" le colit
du méme calcul dans le cas préemptif (cf. chapitre V1.2.2.4. p. 63), mais en tenant compte du
terme additionel B; sur chaque itération. Comme B; = max, ;o { Cy—1} est en O(n),
I’ordre de grandeur de ces colits est le méme.

3
Cp-p, (i 01,1, r,<D;) S O(N7).
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Rappelons cependant que contrairement aux cas préemptif avec DM nous ne connaissons
aucune procédure d’assignation de priorités fixes optimale et a faible colt en contexte non-
préemptif non-oisif pour les trafics non-concrets, méme dans un référentiel d’ordonnancement
restreint (cf. chapitre VIIL.2.3. p. 82). Si nous utilisions la procédure d’4udsley, optimale dans
le cas général, il faudrait alors mutiplier par O(n2 ') 1a complexité des résultats (cf. Théoreme 26
p. 83).

IX.2.3. Majorant sur le coiit du calcul des r; par NP-EDF

D’aprées le Théoreme 24 p. 78, 0OiO[1,n] il faut tester le prédicat
r, =max, <l G, L@ +C;—a} <D, pour calculer le pire temps de réponse de la tache T;
d’un trafic général par NP-EDF. Avec :

L@ = Blaso)+ Y ., minEaﬂLiia)J,1+La+Di_‘DiJEcj+LTEJCi.

Dj<a+D; O i T] [ i

CNP_EDF, (0 0[1, ?1] r<D,)" le colit de ce calcul, est donc égal a CEDF, (O O[Ln],r,<D;)> le
cout du méme calcul dans le cas préemptif (cf. chapitre VI.2.2.5. p. 63), en tenant compte du
terme additionel B(a + D;) sur chaque itération. Comme B(a+ D;) = maxp a+o{ Cj— 1 est
en O(n), I’ordre de grandeur de ces cofits est le méme.

3
Cnp-eDF, (Di 0L 1], 1, < Dy S O(N7).
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Partie D: Applications numériques et
Synthese

Cette partie illustre les résultats d’efficacité des algorithmes par quelques applications
numériques. Elle propose ensuite, lors du chapitre XI. p. 103, une synthese des résultats en
revenant sur les propriétés spécifiées dans notre cahier des charges.

X. Applications numériques

X.1. Le cas préemptif

Le chapitre VI.I. p. 51, examine [I’efficacité des algorithmes d’ordonnancement
préemptifs. Soit Z = (Y, ), un référentiel d’ordonnancement ou Y est caractérisé par des
couples1 (T,D) et I par des algorithmes compatibles pour la faisabilité avec la propriété
d’équivalence en période et en échéance. Dans un tel référentiel Z, rappelons que EDF est >-
optimal et que Ngpp est un critere d’optimalité. I1 suit que :

* I’efficacité de EDF est toujours maximale car O(NEDF(EDF) = ¢(EDF) = 1,
* pour tout autre algorithme P I 1, O(NEDF(P) = g¢(P) <¢(EDF),
* pour toute norme valide N, o (P) < O(NEDF(P) =g(P)<1.

1. Rappelons que les couples (7,D) d’un référentiel d’ordonnancement Z ne limitent pas le nombre de tdches mais
imposent a celles-ci les valeurs des périodes et des échéances relatives (cf. Définition 27 p. 22).
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Nous allons maintenant comparer le calcul exact! de Iefficacité d’algorithmes
d’ordonnancement a priorités fixes avec les minorations obtenues par les théorémes
d’efficacité. Rappelons que ces théorémes ont pour objectif de prévoir les variations de
I’efficacité lorsque le référentiel d’ordonnancement varie. Le premier théoreme d’efficacité
(établi dans [Hermant et al. 1996] par notre co-auteur L. Leboucher, cf. Théoréme 18 p. 56)
s’applique a tout algorithme d’ordonnancement a priorités fixes P [111. Nous I’appellerons
donc “minoration de £(P)” dans la suite. Le deuxiéme théoreme se spécialise pour 1 algorithme
DM (ct. Théoréme 19 p. 59). Nous I’appellerons donc “minoration de £(DM)”.

La Table 12 de I’annexe A, p. 117, détaille les calculs de normes, d’efficacité et de
minorations de I’efficacité sur quelques référentiels d’ordonnancement particuliers. Au dela de
ces calculs, nous allons utiliser ici deux techniques pour tenter d’illustrer la “dynamique” des
variations de 1’efficacité lorsque le référentiel d’ordonnancement varie :

 modification du référentiel initial par une augmentation de 8T = Max(T)/Min(T), la
dispersion en période de Y, (cf. chapitre X.1.1. p. 94).

» modification du référentiel initial, a périodes constantes, par décalage des échéances
relatives (cf. chapitre X.1.2. p. 96).

X.1.1. Influence de la dispersion

Commencons par un exemple simple (cf. Figure 18) avec deux couples (7;,D;=T;) et
(T,,D,=T,). Nous sommes dans le cas [Liu and Layland 1973] ou Ngpp(T) =N (1) =N",(1)
(cf. Théoréme 2 p. 30, pour Ny, et Nppp et Equation (20) p. 56, pour N, et N'y)). Intéressons
nous aux mesures d’efficacité (en ordonnée) lorsque dT augmente (en abscisse) :

» ¢(EDF) = 1 dans tous les cas comme attendu (cf. Théoréme 17 p. 54).

* La minoration de &(P) décroit comme prévu avec la dispersion (cf. chapitre VI.1.3.2.b p.
57). Rappelons que cette minoration considere tous les algorithmes d’ordonnancement a
priorités fixes P O I1. Ceci est confirmé pare (X), le calcul exact de I’efficacité d’un
“mauvais” algorithme qui assigne les priorités dans I’ordre inverse de RM, I’algorithme
optimal dans ce cas (cf. chapitre IV.3.2. p. 35). On voit bien que les variations de la
minoration de €(P) et de €(X) sont proches.

* Le calcul exact de €(DM) montre cependant que la minoration de €/P) n’est pas
représentative si 1’on utilise ’algorithme DM=RM, optimal parmi les algorithmes a
priorités fixes dans ce cas. Notons que la minoration sur €(DM) obtenue par le deuxieéme
théoreme d’efficacité donne 1/2, comme prévu dans ce cas (cf. chapitre VI.1.4.2. p. 59).
Celle-ci est plus proche de n(21/n—1), la borne de [Liu and Layland 1973]. En
particulier, ces deux valeurs ne varient pas avec la dispersion.

Ces tendances sont confirmées par la Figure 19, qui étend I’exemple a 5 couples (7,D=T)
dont les valeurs 7 sont réparties régulicrement entre 7,,;, et 7. Les seules différences sont :

* la borne de [Liu and Layland 1973] diminue car elle dépend du nombre de couples (7,D),

¢ le calcul exact de €(DM) n’est plus égal a 1 lorsque dT a une valeur entiere. Ceci
s’explique car les périodes ne peuvent plus étre ici multiples simultanément de 7, ,, (sauf
bien sur lorsque dT=1). Cette remonté possible de 1’efficacité, remarquée par [Liu and
Layland 1973], illustre I’intérét d’imposer de telles relations entre les périodes avec les
algorithmes a priorités fixes.

1. basée sur la Définition 38 p. 53, c.a.d. sup{a/ (0t OV , Ngpe(t) <a O P(1))} , la Ngpp-efficacité de P dans
> (cf. [Hermant et al. 1996] pour la procédure de calcul utilisée).
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Figure 18 : Influence de la dispersion dans le cas de Liu et Layland avec 2 couples (7,D)
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Figure 19 : Influence de la dispersion dans le cas de Liu et Layland avec 5 couples (7,D)
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X.1.2. Influence des échéances relatives

Pour illustrer 1I’impact des échéances relatives sur 1’efficacité des algorithmes, nous
considérons maintenant des référentiels d’ordonnancement > = (Y, 1) ou les périodes des
couples (7,D) représentées dans Y sont constantes. Nous faisons varier par contre les
échéances relatives simultanément dans le méme sens (augmentation ou diminution). Plus
précisement, 1’ordonnée des courbes donne comme précédemment des mesures d’efficacité.
L’abscisse des courbes donne ici, pour toute valeur de x, I’échéance moyenne moins la période
moyenne parmi ces couples (7,D). Il suit que vers la gauche des figures les échéances relatives
diminuent en comparaison des périodes. Vers la droite elles augmentent. Encore une fois, au
dela des valeurs obtenues 1’ objectif est avant tout de vérifier ici les comportements prévus par
les théoremes d’efficacité.

Commengons (cf. Figure 20) par mesurer les variations d’efficacité de I’algorithme DM
sur un exemple a cinq couples (7,D). Nous imposons &T = dD = 2, c.a.d. des dispersions
constantes!. x = 0 signifie ici que i, D; = T; (le cas de Liu & Layland), x<O0 signifie
Oi, D; <T, et x>0 signifie (i, D; > T, . De plus, X <—15 signifie que toutes les échéances
relatives sont inférieures a la plus petite période et X > 30 signifie que toutes les échéances
relatives sont supérieures a la plus grande période. Nous remarquons que :

* pour tout x>0, ¢(DM)= oy, (DM) Oy (DM)= Oy, (DM) car ces normes valides
sont équivalentes lorsque [i, D =T, (cf. Theoreme2p 30 pour Ny, et Npppet Equation
(20) p. 56, pour Ny, et N'p)). Il apparalt surtout que €(DM) tend vers 1 lorsque les x
augmentent, c.a.d. lorsque les échéances deviennent grandes en comparaison des
périodes. Ceci est bien le comportement prévu et vérifié par la minoration sur €P) du
premier théoreme d’efficacité (cf. chapitre VI.1.3.2.b p. 57) et celle sur &(DM) (cf.
chapitre VI.1.4.2. p. 59). Notons que cette deuxiéme minoration est moins pessimiste car
car elle se spécialise pour DM. Elle est en particulier toujours supérieure a 1/2 des lors
que i, D; 2T, .

* lorsque x< 0, le calcul exact de €(DM) passe par une plage minimum puis augmente
rapidement des que les échéances relatives deviennent toutes inférieures aux périodes.
Ceci n’est pas décelable avec O(NU(DM) . Par contre avec O(N.U(DM) , dont nous
déduisons la minoration sur €(P) (cf. chapitre VI.1.3.2.a p. 56), nous observons une
stabilisation de la minoration sur €(DM) lorsque les échéances relatives deviennent
toutes inférieures aux périodes. O N, (DM) est donc bien une meilleure approximation de
g(DM) que ay, (DM) et £(DM) ne peut donc s’annuler. Notons encore une fois que la
minoration spécialisée sur €(DM) est moins pessimiste que celle sur €(P). Elle tend vers
1/8T (égal ici a 1/2) quand on va vers la gauche de la figure (cf. chapitre VI.1.4.2. p. 59).
Nous aurions pu la faire augmenter un peu plus en choisissant une dispersion en période
OT inférieure a 2.

La Figure 21 examine le méme exemple avec X, un “mauvais” algorithme
d’ordonnancement qui assigne des priorités fixes dans I’ordre inverse de DM. Nous constatons
bien que les mesures d’efficacité sur X sont moins bonnes que celles de DM, en particulier
lorsque les échéances relatives sont faibles face aux périodes (zone ou DM est optimal). La
minoration £(P) obtenue par le premier théoreme d’efficacité reste cependant valable car elle
couvre tout algorithme a priorités fixes préemptif.

1. 8T reste constant car car les valeurs des périodes sont fixes. Nous sommes par contre obligé de resserrer les valeurs
des échéances relatives vers la gauche de la figure et les écarter vers la droite pour conserver 0D=2.
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Figure 20 : Influence des échéances sur e(DM) a dispersion constante (07=0D=2)
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Figure 21 : Influence des échéances sur £(X) a dispersion constante (07=0D=2) avec
X, un “mauvais” algorithme a priorités fixes
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La Figure 22 considére un cas similaire au précédent. L.’objectif est ici de ne pas passer
par les valeurs [i, D; = T, enx=0. Celles-ci favorisent&r& effet les algorithmes RM et DM dont
I’efficacité ne peut alors descendre en dessous de n(2~ " —1) en ce point central de la figure
(cf. [Liu and Layland 1973]).

Pour simplifier I’analyse nous fixons! 8D=1. Pour le reste le principe est identique, c.a.d.
avec une augmentation vers la droite de la figure de 1’'unique échéance relative alors que les
périodes restent constantes. Durant I’intervalle [—70, 70] , certains couples (7,D) ont leurs
échéances relatives supérieures aux périodes alors que les autres ont leurs échéances relatives
inférieures aux périodes. X <—70 (respectivement X >—70) signifie que toutes les échéances
relatives sont inférieures (respectivement supérieures) aux périodes. Nous remarquons que :

* lorsque x= 0, ¢(RM) augmente avec x, c.a.d. la valeur de I'unique échéance relative.
Ceci est encore une fois le comportement prévu sur la minoration de (P) (cf. chapitre
VI.1.3.2.b p. 57). Notons toutefois que comme x = 0 ne représente pas le cas [i, D; =T, ,
nous n’avons pas immédiatement Ny (T) = N(T) = N'(,(1).

* durant I’intervalle [-50, 40], €(RM) est a son plus bas, sous la borne de Liu & Layland.
Ceci confirme 1’avantage en terme d’efficacité de EDF sur les algorithmes a priorités
fixes lorsque certains couples (7,D) ont leurs échéances relatives supérieures aux
périodes alors que les autres ont leurs échéances relatives inférieures aux périodes.

¢ lorsque x < -50, ¢(RM) tend rapidement vers 1 lorsque x diminue. Ceci n’est pas reflété
par le théoréme d’efficacité qui donne alors une forte minoration. Notons cependant que
la minoration se stabilise @ nouveau des que toutes les échéances relatives deviennent
inférieures aux périodes (ici a partir de x=-70) grace a I’utilisation de la norme N’;; au lieu
NU.

Pour conclure, nous avons bien vérifi€é que [I’efficacité de tout algorithme
d’ordonnancement a priorités fixes ne peut s’annuler et se rapproche méme de 1’efficacité de
EDF lorsque les trafics sont homogenes et/ou présentent des échéances relatives supérieures
aux périodes. Les limitations de nos mesures portent sur :

* le colit du calcul exact de I’efficacité par Ngppr qui ne nous a pas permis des

expérimentations sur des référentiels présentant un grand nombre de couples (7,D).

* les théoremes d’efficacité qui conduisent a de fortes approximations ne permettant pas

une interprétations claire de tous les cas.

Notre opinion est cependant que ces deux points sont perfectibles. Des informations
complémentaires pourront d’ailleurs étre trouvées dans [Hermant 1998] et [Leboucher 1998].

1. Nous utilisons alors RM a la place de DM car ce dernier algorithme ne permet pas d’attribuer les priorités de fagon
pertinente lorsque dD=1. De méme, nous n’utilisons pas le deuxiéme théoréme d’efficacité spécialisé pour DM.
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Figure 22 : Influence des échéances avec 0D=1
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X.2. Le cas non-préemptif non-oisif

L’objectif est d’illustrer les tendances observées lors du chapitre IX.1. p. 85, sur
I’influence de 1’absence de préemption en terme d’efficacité. Plus précisément nous reprenons
les exemples précédents en y ajoutant O NEDF(NP-EDF) et a NEDF(NP-DM), les bornes de
faisabilité exactes obtenues sur les versions non-préemptives de EDF et DM. Rappelons que
nous ne pouvons pas parler d’efficacité pour NP-EDF et NP-DM car nous n’avons pas prouve
que Ngpp est un critere d’optimalité.

X.2.1. Influence de la dispersion

Commengons par reprendre 1’exemple de la Figure 19 p. 95, avec Ui, D; = T, (le cas de
Liu & Layland) et la dispersion 8T = Max(T)/Min(T) qui augmente en abscisse (cf. Figure
23). Comme attendue (cf. chapitre IX.1. p. 85), lorsque la dispersion :

* augmente, I’intérét de NP-EDF face a NP-DM disparait. Ceci est contraire au
comportement de EDF face a DM en préemptif.

» est faible, nous observons que O(NEDF(NP-DM) peut étre supérieur a (DM), I’efficacité
de DM. Bien que ce phénomene soit limité, ceci confirme bien qu’un algorithme
d’ordonnancement a priorités fixes préemptif ne domine! pas nécessairement son
homologue non-préemptif non-oisif (cf. chapitre VIIL.2.3. p. §2).

Figure 23 : Influence de la dispersion dans le cas de Liu et Layland avec 5 couples (7,D)
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1. au sens de la Définition 35 p. 48.

100



X.2.2. Influence des échéances relatives

La Figure 24 s’inspire de la Figure 20 p. 97. Vers la gauche les échéances relatives
diminuent en comparaison des périodes, vers la droite elles augmentent (x = 0=>0i, D, = T;,
Xx<0=>0i, D;<T, et x>0=>0i, D; >T, ). Les valeurs prises ici sont cependant différentes
car on impose une translation des échéances. 8D = Max(D;)/Min(D;), la dispersion en
¢chéance, est donc bien plus forte vers la gauche. Les tendances du chapitre [X.1. p. 85, sont
confirmées :

» dans le cas [i, D; > T;, I’influence de I’absence de préemption diminue en allant vers la
droite de la figure (c.a.d. lorsque 0D diminue et que les échéances augmentent face aux
périodes). On constate en effet que les bornes de faisabilité¢ des algorithmes non-
préemptifs non-oisifs tendent vers celles de leurs homologues préemptifs. Notons que
O(NEDF(NP-EDF) tend rapidement vers 1 alors que O(NEDF(NP-DM) s’aligne sur £(DM),
c.a.d. tend lentement vers 1 (cf. chapitre VI.1.4. p. 58).

« dans le cas Ui, D; < T;, I'influence de I’absence de préemption est tres nette lorsque 1’on
va vers la gauche de la figure (c.a.d. lorsque dD augmente et que les échéances diminuent
face aux périodes). O(NEDF(NP-EDF) et O(NEDF(NP-DM) se rejoignent et diminuent
rapidement. Encore une fois I’intérét de NP-EDF par rapport a un algorithme non-
préemptif non-oisif a priorités fixes disparait rapidement dans ce cas.

NP-EDF est optimal parmi les algorithmes non-préemptifs non-oisifs en présence de
trafics non-concrets (cf. Théoréme 23 p. 77). Les mesures précédentes nous montrent
cependant que, contrairement au cas préemptif, ceci ne se traduit pas un avantage net en terme
de borne de faisabilité. Afin de mieux situer les référentiels d’ordonnancement ou NP-EDF
peut étre intéressant, la Figure 25 reprend la figure Figure 22 p. 99, en y ajoutant la mesure de
O(NEDF(NP-EDF) et de O(NEDF(NP-RM). Rappelons qu’il s’agit d’un cas général ou a aucun
moment nous n’avons [i, D, = T,, mais ou 0D, la dispersion en échéance vaut 1. Nous
remarquons que dans ce cas les bornes de faisabilité des algorithmes non-préemptifs non-oisifs
sont proches de leurs homologues préemptifs. Plus précisement :

. O(NEDF(NP-EDF) = ¢(EDF) = 1, ce qui était prévu par le chapitre IX.1.2. p. 86.

*Q NEDF(NP-RM) est méme supérieur a (RM), notamment lorsque 1’échéance unique est
légérement supérieure a la période moyenne. Ceci confirme a nouveau la non dominance!
d’un algorithme d’ordonnancement a priorités fixes préemptif face a son homologue non-
préemptif non-oisif (cf. chapitre VIII.2.3. p. 82).

[l apparait que NP-EDF reste plus intéressant que tout autre algorithme d’ordonnancement
non-préemptifs non-oisifs a priorités fixes, principalement lorsque la dispersion en échéance
est faible et que certaines taches ont leurs échéances relatives supérieures aux périodes alors
que les autres ont leurs échéances relatives inférieures aux périodes.

1. au sens de la Définition 35 p. 48.



Figure 24 : Influence des échéances et de leur dispersion
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Figure 25 : Influence des échéances avec 0D=1
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Xl. Syntheése

Notre objectif était d’identifier, étendre et comparer quelque peu les outils et solutions a
un probléme d’ordonnancement temps réel générique (cf. chapitre 1. p. 1). Les référentiels
d’ordonnancement 2=(Y, I') (cf. Définition 21 p. 20) nous ont permis de poser :

* Y, le probleme temps réel modélisé par un ensemble de trafics non-concrets T (cf.
Hypothése 1 p. 9), encore appelés TPN (cf. définition 27 p. 22), a ordonnancer sur un
serveur. Nous avons retenu ces trafics car ils n’imposent ni connaissances sur les instants
d’activation des taches, ni relations particulieres entre les périodes et les échéances dans
le cas général. Tout au plus doit-on respecter une densité¢ maximale d’activation par tache.

* 1, ’ensemble d’algorithmes candidats a résoudre ce probleme. Nous avons retenu des
algorithmes en-ligne, non-probabilistes, préemptifs/non-préemptifs non-oisifs (cf.
Hypothese 2 p. 10) et les priorités fixes/dynamiques. Les preuves d’optimalité couvrent
d’autres gestions de priorités possibles (FIFO, round robin...) non traités ici.

* les concepts de faisabilité (cf. Définition 23 p. 21), d’optimalité (cf. Définition 24 p. 21)
et d’efficacité (cf. Définition 38 p. 53) utilisés.

* les énoncés des résultats d’ordonnancement sans ambiguités.

Nous avons fixé dans notre cahier des charges1 (cf. chapitre I1.2. p. 8) les hypothéses et les
propriétés “temps réel” que nous voulions vérifier. Les résultats énoncés sont issus de 1’état de
I’art, des deux rapports co-signés [George et al. 1996] et [Hermant et al. 1996] et de cette these.
Nous récapitulons tout d’abord, dans les deux tables suivantes, ces résultats en faisant varier Y
et 1. Nous les commentons ensuite en reprenant chacune des propriétés et en précisant notre
contribution.

Table S : Ordonnancement préemptif

EDF Priorités fixes

Faisabilité seule du trafic T :
- Propriété 1 p. 8 (test)
- Propriété 4 p. 12 (cofit)

- Théoréme 12 p. 46.
- chapitre V1.2.2.3. p. 62.(0(n%))

Faisabilité et pires temps
de réponse des taches

- Propriété 2 p. 11 (test)
- Propriété 4 p. 12 (cofit)

- Théoréme 13 p. 47.
- chapitre VI.2.2.5. p. 63 (O(n°))

- Théoréme 14 p. 50.
- chapitre VI1.2.2.4. p. 63 (O(n*))

Optimalité des algorithmes
(Propriété 3 p. 11)

- Théoreme 1 p. 29.
- Théoréme 12 p. 46 (par mesure de
la demande processeur)

- Théoréme 10 p. 40

(Audsley pour trafics généraux)
- Théoréme 7 p. 37.

(DMsi T;2D; 0iO[1,n])
- Théoréme 5 p. 36.

RMsi T, = Dy Oid[Ln))

Efficacité des algorithmes
(Propriété 3 p. 11)

Théoréme 17 p. 54 (¢(EDF) = 1)

- Théoréme 18 p. 56.
- Théoréme 19 p. 59 (avec DM)

1. De nombreuses modifications de ce cahier des charges sont possibles. A titre d’exemple, le lecteur intéressé
trouvera quelques éléments concernant la gigue d’activation et les facteurs de blocage en annexe B, p. 121.
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Table 6 : Ordonnancement non-préemptif non-oisif

NP-EDF

Priorités fixes

Faisabilité seule du trafic T :
- Propriété 1 p. 8 (Calcul)
- Propriété 4 p. 12 (coiit)

- Théoréme 23 p. 77.
- chapitre IX.2.1. p. 89 (O(n%) )

Faisabilité et pires temps
de réponse des taches

- Propriété 2 p. 11 (Calcul)
- Propriété 4 p. 12 (coiit)

- Théoréme 24 p. 78.
- chapitre IX.2.3. p. 90 (O(n%) )

- Théoréme 25 p. 81.
- chapitre IX.2.2. p. 89 (O(n%))

Optimalité des algorithmes
(Propriété 3 p. 11)

Théoréme 23 p. 77 (par mesure de la
demande processeur uniquement).

Théoréme 26 p. 83.
(Audsley uniquement)

Efficacité/borne de faisabilité
(Propriété 3 p. 11)

chapitre IX.1.2. p. 86.
(pas de minoration)

chapitre IX.1.3. p. 87.
(pas de minoration)

Xl.1. Faisabilité des trafics et pires temps de réponse des taches

La définition choisie pour la faisabilité énonce qu’un trafic non-concret T [1 Y est faisable
dans % si un méme algorithme Q [J I peut ordonnancer toute instanciation concrete w de T
(cf. Définition 23 p. 21). Notons que :

» d’autres définitions possibles de la faisabilité ont été discutées lors du chapitre I11.3.2. p.
22. Nous avons signalé que le choix de la “bonne” définition ne dépendait pas tant du
“fournisseur” de solutions algorithmiques que du probléme posé par le client.

* la faisabilité¢ dans 2 peut étre établie seule (cf. Propriété 1 p. 11) ou grace au calcul des
pires temps de réponse des taches (cf. Propriété 2 p. 11).

Les résultats pour ces deux propriétés sont résumés dans les tables précédentes. Nous
rappelons la démarche utilisée pour les établir dans le cas général en insistant sur les périodes
occupées de priorités maximales. Dans tous les cas (préemptif/non-préemptif, priorités fixes/
dynamiques), I’intervalle d’étude pour la faisabilité est borné par L, taille de la période occupée
synchrone du processeur (cf. chapitre I11.2.1. p. 17), et ’interarrivée des taches est périodique.

Avec les priorités dynamiques (cf. Table 7 p. 105) :

* nous avons considéré I’algorithme EDF en préemptif (cf. chapitre IV.2.1. p. 28) et son
homologue NP-EDF en non-préemptif non-oisif (cf. chapitre VIL.2. p. 69). Nous avons
introduit le concept de deadline busy period (cf. Définition 19 p. 19), symétrique de celui
de level-i busy period utilisé avec les priorités fixes, qui nous a permis :

- d’identifier les pires scénarii d’activation avec, pour NP-EDF, la pire inversion de
priorités (B(1)=maxp, 11 C; =1} qui disparait donc au bout de t > max{ D;} ),
- de proposer, par tache T; de T, les bornes L? <L, <L surles intervalles d’études.

* pour la faisabilité d’un trafic non-concret T, le scénario synchrone (cf. Définition 11 p.
15) est le pire cas avec EDF (cf. Lemme 5 p. 30). La formulation du test nécessaire et
suffisant (cf. Théoréme 12 p. 46) est en [0t O S P(t), ou P est un prédicat basé sur la
demande processeur A(?) (cf. définition 15 p. 16) et S un ensemble borné de points ou
tester ce prédicat. Notons que NP-EDF ne fait qu’introduire le terme additionnel B(?) dans
le prédicat (cf. Théoréme 23 p. 77), un trafic faisable par NP-EDF est donc faisable par
EDF. Nous avons vu deux approches pour borner I’intervalle d’étude (manipulations
algebriques de la demande processeur et périodes occupées). En particulier, les deadline
busy periods nous ont permis de proposer, par tiche T; de T, la borne Lis comme un cas
particulier de la borne L; utilisée pour le calcul des pires temps de réponse de T;.
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» pour calculer le pire temps de réponse de toute tache T; de T, les scénarii d’activation pires
cas sont déduits du scénario synchrone par décalage des activations de T; (cf. chapitre
IV.2.4. p. 33). Chacun des scénarii d’activation obtenu conduit alors a calculer 1’instant
de fin d’exécution de I’activation de T; arrivée en a par un calcul de période occupée
L,(@). Le test résultant est en Ui O[1,n],r;<D; avec r; = max,{L;(a)—a} . Les
deadline busy periods nous ont permis d’établir le calcul des pires temps de réponse en
non-préemptif non-oisif (cf. Théoréme 24 p. 78) et de constater que ceux-ci n’étaient pas
nécessairement supérieurs a ceux du cas préemptif (cf. Théoréme 13 p. 47). En effet, bien
que les inversions de priorités tendent a augmenter les temps de réponse, le calcul non-
préemptif non-oisif de L;(@) s’arréte avant ’exécution de I’activation de la tache T;
activée en a, contrairement au cas préemptif (cf. chapitre VIII.1.2.2. p. 75). Les deadline
busy periods nous ont aussi permis d’établir, par tiche T;, la borne L; <L sur I’intervalle
d’étude comme la valeur maximale de L;(a) vérifiant L;(@) > a (cf. chapitre V.1.1.2. p.
43).

Table 7 : Utilisation des deadline busy periods

EDF NP-EDF
Deadline busy periods pour la faisabilité¢ de T || Lemme 9 p. 41. Lemme 17 p. 73.
Deadline-d busy periods pour les pires temps || Lemme 10 p. 42. Lemme 18 p. 74.
de réponse des taches.
Li(a) Equation (17) p. 46. Equation (33) p. 78.
L;S < Li <L chapitre V.1.1.2. p. 43. chapitre VIII.1.2.2. p. 75.

Avec les priorités fixes (cf. Table 8) :

* les level-i busy periods permettent d’identifier les scénarii d’activation pires cas, de
borner les intervalles d’étude et, en non-préemptif non-oisif, de mesurer la pire inversion
de priorité possible pour la tache T; de T (B, = max, Ip(i){ Cy—1} . qui ne disparait
donc pas au bout de t >max{ D} comme pour NP-EDF).

* nous ne connaissons pas de formulation qui ne fasse pas appel (méme implicitement) aux
calculs des pires temps de réponse pour établir la faisabilité d’un trafic non-concret T.

* pour calculer le pire temps de réponse de toute tiche T; de T, contrairement a EDF’, seul
le scénario synchrone est pertinent en préemptif (cf. Lemme 8 p. 38). Il conduit a tester
chaque (g+1 )ieme activation de T; arrivée en ¢7; par un calcul de période occupée w; q

(cf. Equation (18) p. 49). Le testesten Ui L [1, n], r; < D; avecr; = maxq{ W 4 —qT;}.

Notons encore une fois que les pires temps de réponse du cas non-préemptif non-oisif ne

sont pas nécessairement supérieurs a ceux du cas préemptif. En effet, bien que les

inversions de priorités tendent a augmenter les temps de réponse, le calcul non-préemptif
non-oisif de w;  s’arréte avant I’exécution de I’activation de la tache T; activée en g7,
contrairement au cas préemptif (cf. chapitre VIII.2.1.2. p. 80). Le seul test dont nous
disposons avec les priorités fixes ne permet donc pas de dire qu’un trafic faisable en non-

préemptif non-oisif est faisable avec la version préemptive du méme algorithme a

priorités fixes. La borne obtenue pour calculer le pire temps de réponse par tache T; vaut

L<L.
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Table 8 : Utilisation des level-i busy periods

P, un algorithme a NP-P, sa version non-
priorités fixes préemptive
level-i busy periods pour la faisabilité de T || Lemme 8 p. 38. Lemme 21 p. 79.
et les pires temps de réponse des taches.
Wig Equation (15) p. 39. Equation (37) p. 81.
L; Lemme 15 p. 50. Equation (35) p. 80.

Ces résultats étaient connus dans 1’ensemble. Dans le cas préemptif, nous avons
principalement introduit les deadline busy periods, symétriques aux level-i busy periods
utilisées avec les priorités fixes, pour améliorer les bornes, par tache T; de T, sur les intervalles
d’études avec EDF. Dans le cas non-préemptif non-oisif, symétrique avec le cas préemptif,
nous avons établi les calculs de pires temps de réponse avec NP-EDF en nous appuyant sur ces
deadline busy periods. Les différences avec le cas préemptif portent sur les scénarii pires cas,
les inversions de priorités et les calculs de L;(a). Une question ouverte subsiste : existe-il un
calcul de bornes a 1’aide des deadline busy periods moins colteux que celui proposé, ou est-il
possible de I’effectuer en-ligne comme avec les priorités fixes (cf. chapitre [V.3.4.2. p. 39) ?

Xl.2. Optimalité et efficacité des algorithmes

Le danger est d’interpréter ces propriétés hors de leur contexte. Les référentiels
d’ordonnancement X permettent de fixer les ensembles de trafics Y et d’algorithmes [I1
auxquels se réfere la validité d’un résultat d’ordonnancement. De méme, la définition de la
faisabilité dans X (cf. Définition 23 p. 21) est fondamentale puisque ces propriétés y font
référence. Nous précisons les résultats d’optimalité et d’efficacité obtenus en jouant sur les
couples (7,D) (ct. Définition 27 p. 22) représentés dans Y et les algorithmes retenus dans [1.

Xl.2.1. Optimalité

La définition choisie énonce qu’un algorithme 2 -optimal (cf. Propriété 3 p. 11) sait
ordonnancer tout trafic non-concret T X -faisable, c.a.d. tel que toutes les instanciations
concretes w de T soient ordonnangables par un méme algorithme dans X (cf. Définition 24 p.
21). La Z-optimalité est une propriété séduisante mais difficile a établir et/ou a comparer. Nous
avons introduit pour cela la propriété de Y -dominance (cf. définition 35 p. 48) qui affaiblit la
>-optimalité en énongant qu’un algorithme en domine un autre si les trafics faisables dans %
par le deuxiéme le sont aussi par le premier. Nous donnons en fin de ce chapitre quelques
relations d’ordre classiques sur la Y-dominance, ainsi que quelques impossibilités pratiques.

Table 9 : 2-optimalité

Y Trafics non-concrets T Trafics non-concrets T | Trafics non-concret T
Tout algorithme EDF EDF EDF
Tout algorithme NP-EDF NP-EDF NP-EDF
non-préemptif non-oisif
Algorithmes préemptifs RM=DM DM [Audsley]
a priorités fixes
Algorithmes non-préemptifs RM, [Audsley] DM, [Audsley] [Audsley]
non-oisifs a priorités fixes
Algorithmes a priorités fixes RM, [Audsley] DM, [Audsley] [Audsley]
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Nous attirons 1’attention du lecteur sur le fait que cette table! ne couvre qu’un nombre
limité de problemes d’ordonnancement centralis€ basés sur notre définition de la >-optimalité
et notre modele de trafics non-concrets T. Méme en se limitant a ce contexte, il serait possible
de considérer d’autres cas particuliers sur Y et [1. Cette table donne toutefois un certain
nombre d’informations connus dans I’ensemble mais que nous relativisons.

EDF est Z-optimal quels que soient les trafics non-concrets T considérés dans Y et quels
que soient les algorithmes préemptifs/non-préemptifs, oisifs/non-oisifs, a priorités fixes/
dynamiques dans 1. Ce résultat est issu d’une condition nécessaire pour tout algorithme
(basée sur la demande processeur et le scénario synchrone) qui est aussi suffisante pour EDF
(ct. Théoreme 12 p. 46). Il est méme plus général car une autre preuve (cf. Théoreme 1 p. 29)
montre que tout ordonnancement valide peut étre ramené par permutation a un
ordonnancement EDF valide. Elle s’applique donc a tout trafic concret w dans Y (cf. chapitre
I11.3.2. p. 22, pour une discussion de cette définition de la Z-optimalité).

Dans le cas non-préemptif non-oisif, la Z-optimalité¢ de NP-EDF s’appuie a nouveau sur
la demande processeur (cf. Théoreme 23 p. 77) mais le raisonnement par permutation ne tient
plus (cf. chapitre VIIL.1.1. p. 72). Ce résultat est a relativiser puisqu’il est valable uniquement
pour des trafics non-concrets T et pour des algorithmes non-préemptifs non-oisifs dans I1. Le
parallele avec EDF est ainsi limité aussi bien sur Y que sur [1. Si pour des raisons que nous
ne discuterons pas ici le cahier des charges impose un tel référentiel, alors la >-optimalité de
NP-EDF ne peut cependant étre mise en défaut.

si [1 ne contient que des algorithmes préemptifs a priorités fixes et Y des trafics non-
concrets T, alors la procédure d’Audsley est Z-optimale dans le cas général (c.a.d. quelles que
soient les périodes et échéances des taches), DM est Z-optimal lorsque D; < T;, i O [1, n]
(cf. Théoreme 7 p. 37) et RM est Z-optimal lorsque D; = T;, Ui O[1, n] (cf. Théoreme 5 p.
36). Notons cependant que dans le cas général : d’une part, la procédure d’Audsley n’est pas
totalement satisfaisante car elle améliore en fait en O(nz ') une procédure Z-optimale en n/ (avec
n le nombre de taches) qui testerait toutes les permutations possibles pour assigner les priorités
(cf. Théoreme 10 p. 40). Elle reste donc coliteuse a mettre en oeuvre et dominée? par EDF ;
d’autre part, il n’y a pas de relation de dominance entre DM ou RM (cf. chapitre V.2.1. p. 47).
Une question ouverte est donc de trouver un algorithme préemptif a priorités fixes >-optimal
et a faible colit dans le cas général (ou méme par défaut Y'-dominant).

si 1 ne contient que des algorithmes non-préemptifs non-oisifs a priorités fixes et Y des
trafics non-concrets T, alors la procédure d’Audsley reste Z-optimale dans le cas général (cf.
Théoréme 26 p. 83). Par contre, contrairement au cas préemptif, il n’y a pas de procédure de
repli pour attribuer les priorités a faible colit car nous ne connaissons pas d’algorithme -
optimal, ni méme Y'-dominant, dans des référentiels plus restreints (cf. chapitre VIII.2.3. p. 82)

Notons que la derniere ligne de cette table, qui mixe dans I1 les algorithmes a priorités
fixes préemptifs et non-préemptifs non-oisifs, présente le méme probleme. Autrement dit les
résultats d’optimalité sur DM et RM ne tiennent plus dés que Z contient des algorithmes non
préemptifs non-oisifs (cf. chapitre VIII.2.3. p. 82). La faisabilité des trafics non-concrets T est
en effet basée uniquement sur des calculs de pires temps de réponse dont les calculs sont
différents en préemptit et en non-préemptif non-oisif.

1. les noms rayés signalent des algorithmes non optimaux dans le référentiel considéré (cf chapitre VIIL.2.3. p. 82),
contrairement a ce que pourrait suggérer le cas préemptif. Les cases grisées signalent des référentiels sans résultats
d’optimalité dans la littérature (a notre connaissance et pour notre modeéle de trafic pourtant générique).

2. toujours au sens de la Définition 35 p. 48.
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Dans le cas général, et contrairement a EDF et NP-EDF avec la demande processeur, il
n’existe pas de condition de faisabilité nécessaire pour un sous ensemble d’algorithmes a
priorités fixes, qui soit aussi suffisante pour I’un d’entre eux. Une question ouverte est donc de
trouver de telles conditions qui seraient des pistes pour d’éventuels résultats d’optimalité ou de
dominance dans des référentiels d’ordonnancement limités.

Sans apporter de nouveautés en termes d’optimalité des algorithmes nous avons cherché a
illustrer la difficulté a atteindre et/ou a comparer cette propriété. Ainsi, pour les trafics concrets
w, seul I’algorithme EDF a été montré Z-optimal. Pour les trafics non-concrets T qui nous
intéressent, la Z-optimalité est relaxée (cf. chapitre I11.3.2. p. 22, pour une discussion) et des
résultats existent!. Ceux-ci restent toutefois assez sensibles, en particulier avec les priorités
fixes ou ils ne résistent pas aux référentiels d’ordonnancement contenant des algorithmes non-

préemptifs (excepté la procédure d’Audsley, cotteuse et dominée par NP-EDF).

Pour conclure, récapitulons ce que nous connaissons grace a la propriété de Y -dominance?

(notée > ici). Celle-ci permet de comparer quelque peu les résultats de Z-optimalité grace a des
relations d’ordre (cf. Table 10 ou P est un algorithme a priorités fixes quelconque). Ces
relations d’ordre traduisent en fait des référentiels de plus en plus réduits ou s’appliquent les
résultats de Z-optimalité :

Table 10 : Y-dominance

Préemptif EDF > Audsley > DM
DM > RM uniquement si D;<T;, 0i O[1,n]

Non-préemptif non-oisif NP-EDF > Audsley > NP-P

Préemptif et Non-préemptif non-oisif EDF > NP-EDF
par contre P> NP-P ou NP-P > P sont faux

Xl1.2.2. Efficacité

Afin de mesurer un peu mieux les performances des algorithmes, nous nous sommes
ensuite intéressé a €(P), I’efficacité (cf. Propriété 3 p. 11) de tout algorithme P dans un
référentiel d’ordonnancement > donné qui contient EDF’ et des algorithmes a priorités fixes.

En préemptif, L. Leboucher formalise €(P) dans [Hermant et al. 1996], comme une
mesure de la proximité a 1I’optimalité de EDF. Une relation d’équivalence en périodes et en
échéances (cf. Définition 36 p. 52) pour la faisabilité¢ des trafics non-concrets T permet
d’utiliser la demande processeur pour établir Ny, la meilleure norme possible dans I’espace
vectoriel (Y, +,-) pour cette mesure (cf. Théoreme 17 p. 54). EDF étant I’algorithme le plus
efficace (¢(EDF) = 1), L. Leboucher propose alors une minoration de 1’efficacité de tout
algorithme a priorités fixes et une interprétation de cette minoration en fonction des couples
(T,D) (cf. Définition 27 p. 22) formant la base de 1’espace vectoriel (Y,+,-). Ce résultat
généralise 1’approche de [Liu and Layland 1973] dans le cas D; = T,, i O [1,n] .

Nous avons spécialisé cette minoration pour €(DM) (cf. Théoréme 19 p. 59) car nous ne
connaissons pas d’algorithme a priorités fixes optimal ou dominant a faible colt dans un
référentiel d’ordonnancement plus général (cf. chapitre V.2.1. p. 47). Les résultats obtenus

1. RM, DM, Audsley pour le cas préemptif a priorités fixes ou EDF et Audsley dans leurs versions non-préemptives
non-oisives. Notons que nous avons exclu les algorithmes non-préemptifs oisifs qui, bien que théoriquement supé-
rieurs, ne cadrent pas avec notre cahier des charges car ils imposent une hypothése de clairvoyance sur le futur pour
prendre les décisions d’ordonnancement valides (cf. chapitre VIL.1.1. p. 68).

2. au sens de la Définition 35 p. 48.
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pour DM confirment les tendances observées dans [Hermant et al. 1996], ou il apparait que
I’efficacité de tout algorithme a priorités fixes ne peut s’annuler et se rapproche d’autant de
I’efficacité de EDF que les couples (7,D) dans 2 sont homogenes (c.a.d. que les dispersions en
périodes &T et en échéances dD tendent vers 1) et/ou que les échéances relatives sont grandes
face aux périodes (cf. chapitre VI.1.3.2. p. 55). Par exemple pour des trafics multimédia.

Nous avons complété ces informations lorsque 1’algorithme a priorités fixes utilisé est DM
(cf. chapitre VI.1.4. p. 58) :

*si D=T pour tout couple (7,D) de Y, alors €(DM) est minoré par 1/2 quel que soit le
nombre de couples (7,D) formant la base de I’espace vectoriel (Y, +,-). Ce résultat peut
8tre comparé a la borne n(2""—1) obtenue par [Liu and Layland 1973] dans le cas
Oi, D; = T; avec RM. Précisons que 1’augmentation de 1’efficacité de DM, lorsque les
échéances augmentent, se produit ici des lors que D; = minj <i (Tj) pour toute tache T; de
T, et tend toujours vers 1 lorsque {D} »{T} (c.a.d. lorsque D =max(T) pour tout
couple (7,D) de Y).

*si {D} «{T} (c.a.d.lorsque D<min(T) pour tout couple (7,D) de Y') la minoration
de ¢(DM) tend vers 1/3T lorsque max(D) devient négligeable devant max(T). Elle
tend donc vers 1 lorsque la dispersion en périodes &T diminue aussi. L’intuition est ainsi
confirmée puisque ces deux facteurs conduisent a une période occupée synchrone (cf.
définition 17 p. 17), la plus contrainte en terme de faisabilité en préemptif, n’ayant qu’une
activation par tache. Elle est donc ordonnancée de la méme facon par EDF et DM.

Du point de vue de I’efficacité, il est donc d’autant plus pertinent d’utiliser DM a la place
de EDF que les échéances relatives sont grandes en comparaison des périodes (avec la garantie
que €(DM)=1/2 dés lors que D=T pour tout couple (7,D) de Y') ; que les trafics sont
homogenes ; ou que les échéances relatives deviennent petites face aux périodes (avec la
garantie que €(DM) tend vers 1 lorsque la dispersion en période &T tend vers 1). Dans les
autres cas, EDF reste I’algorithme le plus efficace sans que €(DM) ne puisse s’annuler.

Dans le cas non-préemptif, la relation d’équivalence en périodes et en échéances pour la
faisabilité des trafics non-concrets T ne tient plus. Il reste cependant possible de faire appel a
’algebre linéaire pour mesurer ’efficacité des algorithmes a 1’aide de conditions suffisantes
pour majorer les inversions de priorités (cf. [Leboucher 1998]). Nous avons cherché a préciser
si la supériorité théorique de EDF, significative en préemptif (cf. chapitre VI.1.3. p. 55), restait
avérée lorsque I’on compare NP-EDF par rapport aux algorithmes a priorités fixes non-
préemptifs non oisifs. Pour cela, sans établir de minorations sur 1’efficacité des algorithmes
non-préemptifs non-oisifs, nous avons utilis€¢ Nypp pour établir des bornes de faisabilité. 11
apparait que (cf. chapitre IX.1. p. 85) :

* la dispersion en échéances dD pénalise fortement les algorithmes non-préemptifs non-
oisifs (que ce soit NP-EDF ou un algorithme a priorités fixes), notamment lorsque
certaines échéances sont petites face aux périodes,

* la borne obtenue pour un algorithme non-préemptif non-oisif est proche de I’efficacité de
sa version préemptive (que ce soit EDF ou un algorithme a priorités fixes) lorsque les
couples (7,D) sont homogene ou lorsque les échéances sont grandes face aux périodes.

Contrairement au cas préemptif, et bien que NP-EDF reste X-optimal parmi les
algorithmes non-préemptifs non-oisifs en présence de trafics non-concrets (cf. Théoreme 23 p.
77), il semble donc qu’il faille relativiser I’interét de cet algorithme face aux priorités fixes dans
un tel référentiel d’ordonnancement.

Ces résultats d’efficacité en préemptif, comme en non-préemptif non-oisifs, ont été illustré
par quelques applications numériques lors du chapitre X. p. 93.

109



X1.3. Colt des tests de faisabilité

Par définition le cout des tests de faisabilité (cf. Propriété 4 p. 12) dépend de 1’énoncé
choisi pour la faisabilité. Ainsi, chercher a établir la faisabilité¢ de trafics concrets w conduit
rapidement a des problémes NP-complets (citons le chapitre VII.1.1. p. 68, pour les
algorithmes non-préemptifs oisifs ou le chapitre IV.2.3.3. p. 31, pour EDF dans le cas D; < T, ,
Oi O[1,n]).

Pour les trafics non-concrets T (cf. Hypothése 1 p. 9) et les algorithmes non-oisifs
considérés dans nos référentiels d’ordonnancement :

* [’état de 1’art montre que les tests obtenus sont pseudo-polynomiaux (cf. chapitre VI.2.1.
p. 61). Les trafics non-concrets T “cassent” d’une certaine fagon la complexité en rendant
I’analyse de faisabilité plus pessimiste. Ils consideérent en effet tous les scénarii
d’activation possibles mais se justifient cependant car il peut étre intéressant de ne pas
avoir a fixer les instants d’activation des taches lors de la spécification du probléme (cf.
chapitre I1.2.1.1. p. 8). De méme, les algorithmes non-oisifs sont les plus implantés et ne
font pas d’hypothéses sur le futur pour prendre les bonnes décisions d’ordonnancement.

* les majorants sur les colits ne dépassent pas un ordre de O(ng) et ont été établis dans
[Hermant et al. 1996] par notre co-auteur J. F. Hermant. Nous avons simplement montré
que ces majorants sont similaires en préemptif et en non-préemptif non-oisif car le cott
additionnel introduit par le calcul des inversions de priorités ne modifie pas I’ordre de
grandeur (cf. chapitre 1X.2. p. 8§9).

* pour les algorithmes a priorités fixes, il n’y a pas d’autre choix a notre connaissance que
de passer par un calcul des pires temps de réponse des taches (cf. chapitre V.2. p. 47). En
conséquence, si la faisabilité¢ seule du trafic est exigée, comme c’est le cas de la plupart
des applications temps réel embarquées, le test de la faisabilité avec EDF est moins
colteux en pire cas ( O(nz) contre O(n3 ), cf. chapitre VI.2.2. p. 62).

* si les pires temps de réponse sont exigés en plus de la faisabilité du trafic (comme c¢’est
le cas par exemple des applications réparties mettant en oeuvre du contrdle de bout en
bout [Tindell 1995]), le cout des tests est en 0(n3 ). Le facteur constant est cependant plus
faible pour les algorithmes a priorités fixes que pour EDF. Notons que si nous utilisions
la procédure d’Audsley - optimale pour assigner les priorités fixes en présence de trafics
généraux en préemptif et non-préemptif - il faudrait alors multiplier par o) la
complexité des résultats.
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Conclusion

La théorie de 1’ordonnancement temps réel, quoique largement étudiée depuis une
vingtaine d’années, offre peu de critéres de choix parmi les algorithmes pouvant résoudre un
méme probleme. De nombreux résultats existent, qui cherchent plus a prendre en compte des
contraintes spécifiques, qu’a se doter de critéres de comparaison.

A I’inverse, nous nous en sommes tenus ici au “cas d’école” centralisé non-oisif, préemptif
et non-préemptif, pour proposer une synthése des résultats d’ordonnancement sur ces modeles
génériques (pires temps de réponse des taches, faisabilité des trafics, optimalité des
algorithmes) ainsi que quelques éléments pour comparer les algorithmes (dominance,
efficacité).

La synthése proposée nous a conduit a utiliser certaines symétries sur les cas préemptifs/
non-préemptifs et priorités fixes/dynamiques pour identifier certains résultats
d’ordonnancement manquants ou améliorations possibles.

Au-dela de cette syntheése, nous avons tenté de préciser I’ intérét théorique d’un algorithme
a priorités dynamiques tel que Earliest Deadline First (not¢ EDF) face aux algorithmes a
priorités fixes. L optimalité s’avérant une propriété délicate, nous avons considéré le cott des
tests de faisabilité, la dominance et surtout I’efficacité des algorithmes pour cette discussion.
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Résumé

La partie A fixe le cahier des charges et les outils utilisés. Le chapitre 2 précise les
hypotheses et propriétés utilisées pour notre modele d’ordonnancement générique. Un trafic
temps réel (noté T) est constitué de tiches concurrentes pour 1’accés a un serveur. Chaque tache
T; de T est caractérisée par sa durée d’exécution et par un couple (7,D) ou T est la période
minimale d’activation de T; et D I’échéance de terminaison relative a chaque instant
d’activation de T; (dans le cas général 7 est indépendant de D). Chaque trafic T donne ainsi lieu
a une infinité de scénarii d’activation (notés w) en fixant les instants d’activation des taches.
Le chapitre 3 précise les outils utilisés. Au-dela des concepts classiques, il insiste sur les
périodes occupées qui, grace a la méthode du point fixe, permettront en les spécialisant par type
de priorité (on introduit ainsi les deadline busy periods pour EDF) de calculer les instants
d’exécution des activations de taches. Des référentiels d’ordonnancement (notés 2) sont
utilisés pour fixer (1) le probleme temps réel modélisé par un ensemble (noté Y') de trafics non-
concrets caractérisés par des couples (7,D), (2) I’ensemble d’algorithmes (noté 1) candidats a
résoudre ce probleme, (3) les propriétés temps réel examinées sur ces algorithmes. En
particulier la définition de la faisabilité choisie, a la base des autres propriétés, énonce qu’un
trafic non-concret T [1Y est faisable dans X si un méme algorithme Q [J I peut ordonnancer
tout scénario d’activation wde T. D’autres définitions possibles de la faisabilité sont discutées.

La partie B est consacrée au contexte préemptif. Le chapitre 4 propose un état de 1’art pour
les algorithmes a priorités fixes/dynamiques en utilisant pleinement les référentiels
d’ordonnancement X pour énoncer sans ambiguités les résultats de faisabilité des trafics, de
calculs de pires temps de réponse des taches et d’optimalité des algorithmes. Cet état de 1’art
étant important, nous utilisons juste lors du chapitre 5 le concept de deadline busy period pour
EDF, symétrique avec celui de level-i busy period utilisée avec les priorités fixes, pour
améliorer les bornes sur I’intervalle d’étude par tache T; de T. Nous identifions ensuite quelques
limitations sur 1’optimalité des algorithmes a priorités fixes grace a la propriété de dominance
qui énonce qu’un algorithme en domine un autre si les trafics faisables dans Z par le deuxi¢me
le sont aussi par le premier. La procédure d’Audsley, qui améliore une recherche exhaustive
pour assigner les priorité fixes de fagon optimale, reste coliteuse dans le cas général. Deadline
Monotonic (not€ DM) s’avere 1’algorithme a priorités fixes dominant pour notre cahier des
charges, quoique son optimalité reste limitée aussi bien sur Y que sur 1. Le chapitre 6 évalue
les algorithmes en mesurant ’efficacité (notée €(P) pour tout algorithme P [T1) et en
rappelant des majorants sur le colt des tests de faisabilité. L’efficacité!, introduite dans
[Hermant et al. 1996] par L. Leboucher, mesure en fait la proximité a I’optimalité de tout
algorithme dans un référentiel X (ainsi (¢(P) = 1) => P est optimal dans %). e(EDF) étant
¢gal a 1 pour tout 2, nous spécialisons les minorations existantes, sur 1’efficacité de tout
algorithme a priorités fixes, pour I’algorithme a priorités fixes dominant DM. Il apparait qu’il
est d’autant plus pertinent d’utiliser DM a la place de EDF que les échéances relatives sont
grandes face aux périodes (avec la garantie que €(DM) = 1/2 deés lors que D =T pour tout
couple (7,D) de Y') ; que les trafics sont homogenes (c.a.d. qu’il existe un seul couple (7,D)
dans Y') ; ou que les échéances relatives deviennent petites face aux périodes (avec la garantie
que £(DM) tend alors vers 1 lorsque la dispersion en période max(T;)/min(T;) tend aussi
vers 1). Dans les autres cas, EDF reste 1’algorithme le plus efficace sans que £(DM) ne puisse
s’annuler.

1. qui généralise, a ’aide de 1’algebre linéaire, 1'un des rares points de comparaison connus entre les performances
des algorithmes, introduit (mais non exploité depuis) dans I’article de référence [Liu and Layland 1973].
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La partie C est consacrée au contexte non-préemptif non-oisif. L’état de I’art proposé lors
du chapitre 7 étant moins complet qu’en préemptif, nous mettons en avant lors du chapitre 8§
les similitudes et les différences avec ce cas. Nous réutilisons ainsi les deadline busy periods
avec la version non-préemptive non-oisive de EDF (notée NP-EDF) pour établir les pires
temps de réponse des taches T; de T. Nous observons que les résultats d’optimalité sont plus
limités qu’en préemptif, en particulier pour les priorités fixes, et que les pires temps de réponse
ne sont pas nécessairement supérieurs, malgré les inversions de priorités possibles. NP-EDF
reste optimal mais uniquement en présence de nos trafics T et d’algorithmes non-préemptifs
non oisifs. Nous montrons lors du chapitre 9 que cela ne se traduit plus, comme en préemptif,
par une supériorité théorique significative en termes d’efficacité face aux algorithmes a
priorités fixes. Il semble donc donc, contrairement au cas préemptif, qu’il faille relativiser
I’intérét de cet algorithme en termes d’optimalité comme d’efficacité dans le cas non-préemptif
non-oisif. Nous constatons par contre que le colt des conditions de faisabilité reste proche du
cas préemptif.

La partie D propose enfin, lors du chapitre 10, quelques applications numériques pour
vérifier les résultats obtenus en termes d’efficacité et, lors du chapitre 11, une synthése des
résultats en référence aux propriétés posées dans notre cahier des charges.

Prolongements possibles

Les deadline busy periods introduites pour EDF, symétriques avec les level-i busy periods
utilisées avec les algorithmes a priorités fixes, permettent d’identifier aisément les pires
scénarii d’activation, les pires inversions de priorités en non-préemptif ou d’améliorer les
bornes sur les intervalles d’étude. Une question ouverte subsiste : existe-t-il un calcul de ces
bornes a faible cott, ou est-il possible de I’effectuer en-ligne comme avec les priorités fixes ?

L’optimalité s’avere une propriété délicate. Ainsi, de nombreux référentiels
d’ordonnancement n’ont pas de résultats d’optimalité identifiés, en particulier avec les priorités
fixes. Nous avons utilisé¢ les propriétés de dominance et d’efficacité pour permettre la
comparaison des algorithmes, mais n’avons pas obtenu de résultats nouveaux sur I’optimalité
si ce n’est quelques impossibilités pratiques par des contres exemples. Les limites et les
possibilités de cette propriété restent a explorer.

Les minorations examinées sur 1’efficacité des algorithmes a priorités fixes restent
pessimistes. Nous pensons qu’elles sont largement perfectibles pour permettre d’interpréter
I’écart a I’optimalité dans un plus grand nombre de cas.

Les référentiels d’ordonnancement considérés couvrent des problémes temps réel
classiques pour lesquels nous avons tenté de systématiser et de compléter les résultats existants.
D’une part ce concept de reférentiel d’ordonnancement, introduit dans [Hermant et al. 1996]
par L. Leboucher, n’est limité ni sur les trafics, ni sur les algorithmes, ni sur les propriétés que
I’on veut examiner. D’autre part, il permet de poser de fagon rigoureuse ces différents points.
Notre objectif est donc de continuer a utiliser cet outil pour explorer des problémes
d’ordonnancement temps réel variés. A titre d’exemple, lors de I’annexe B, p. 121, nous
amorcons la discussion pour prendre en compte la gigue d’activation et les facteurs de blocage.
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Glossaire

cf. chapitre I11.2.1.1. p. 8.

cf. chapitre 1V.3.4.3. p. 40.

Durée d’exécution de T; (cf. Définition 1 p. 8).

cf. chapitre I11.2. p. 8.

cf. Définition 9 p. 15.

cf. Définition 14 p. 15.

cf. chapitre 11.2.1.1. p. 8.

un couple période-échéance (cf. Définition 27 p. 22 et Définition 36
p. 52).

Echéance relative de T; (cf. Définition 1 p. 8).

Lorsque toutes les échéances relatives dans T sont supérieures aux
périodes.

Lorsque toutes les échéances relatives dans T sont inférieures aux
périodes.

cf. Définition 19 p. 19.

cf. Définition 15 p. 16.

cf. dD, OT.

cf. Définition 35 p. 48.

cf. Définition 8 p. 13.

Deadline Monotonic (cf. chapitre IV.3.3.2. p. 37).

Earliest Deadline First (cf. chapitre IV.2.1. p. 28).

cf. Définition 7 p. 11, Définition 38 p. 53.

Ensemble de Trafics Périodiques Non-concrets (Définition 27 p. 22)
cf. Définition 4 p. 10, Définition 23 p. 21 et chapitre I11.3.2. p. 22.
Ui, D;=D, T;=T (cf. chapitre VI.1.3.2.b p. 57).

cf. chapitre 11.2.1.1. p. 8.

La demande processeur a I’instant ¢ (cf. Définition 15 p. 16).
Highest Priority First (ct. Définition 8 p. 13).

cf. Définition 11 p. 15.

Taille de la période occupée synchrone du processeur (cf. Définition
17 p. 17).

Taille maximale de la période occupée de priorité pour la tache T;
(cf. chapitre II1.2.2. p. 19).

Taille d’une deadline(a+D,;) busy period (cf. chapitre I11.2.2. p. 19).
cf. Définition 18 p. 19.

Nombre de tache d’un trafic T.

cf. chapitre 11.3.2. p. 13.

cf. chapitre 11.2.1.1. p. 8.

cf. Hypothese 2 p. 10.

cf. Hypothese 2 p. 10.

Norme EDF (cf. Théoreme 17 p. 54).
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NP-Q La version Non-Préemptive non-oisive d’un algorithme QO (cf.
chapitre I1.3.1. p. 12).

Ny Norme charge (cf. Théoreme 17 p. 54).

N’y cf. Equation (20) p. 56.

optimalité cf. Définition 6 p. 11, Définition 24 p. 21 et chapitre 111.3.2. p. 22.

oisif cf. Hypothese 2 p. 10.

période de base cf. Définition 13 p. 15.

période occupée du processeur (cf. chapitre I11.2.1. p. 17) ;
de priorités maximales (cf. chapitre I11.2.2. p. 19).

périodique ct. Définition 1 p. 8.

préemptif cf. Hypothese 2 p. 10.

priorité cf. Définition 8 p. 13.

pseudo-polynomial cf. Propriété 4 p. 12.

v Pire temps de réponse de T; (cf. Définition 5 p. 10).

S; L’instant de premiére activation de ; (cf. Définition 1 p. 8).

référentiel d’ordonnancementcf. Définition 21 p. 20.

RM Rate Monotonic (cf. chapitre IV.3.2.2. p. 36).

scénario critique cf. Définition 10 p. 15.

scénario synchrone cf. Définition 11 p. 15.

sporadique cf. chapitre I11.2.1.1. p. 8.

suffisant cf. chapitre 11.3.2. p. 13.

T Période de T, (cf. Définition 1 p. 8).

tache cf. chapitre 11.2.1.1. p. 8.

test cf. Propriété 4 p. 12 et chapitre I1.3.2. p. 13.

(T,D) un couple période-échéance (cf. Définition 27 p. 22 et Définition 36
p. 52).

trafic cf. chapitre 11.2.1.1. p. 8.

TPN Trafic Périodique Non-concret (cf. Définition 27 p. 22).

TRDF cf. chapitre II.1. p. 7.

U La charge d’un trafic T (cf. Définition 9 p. 15).

valide cf. Définition 3 p. 10.

W(t) La charge cumulée a I’instant ¢ (cf. Définition 14 p. 15).

Wi q Taille d’une level-i busy period (cf. chapitre I11.2.2. p. 19).

€(Q) Efficacité de I’algorithme Q (cf. Définition 38 p. 53).

oD Dispersion en échéances : max(D;)/min(D,).

or Dispersion en périodes : max(T;)/min(T;).

M Classe d’algorithmes dans le référentiel Z (cf. Définition 21 p. 20).
> Référentiel d’ordonnancement (cf. Définition 21 p. 20).

T Trafic non-concret (cf. Définition 2 p. 9).

T; Tache non-concrete (cf. Définition 1 p. 8).

Y Classe de trafics dans le référentiel Z (cf. Définition 21 p. 20).

w Trafic concret (cf. Définition 2 p. 9).

w, Tache concrete (cf. Définition 1 p. 8).
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Annexes

Annexe A. Calculs de faisabilité et d’efficacité en préemptif

Cette annexe illustre les calculs de faisabilité, de pires temps de réponse et de normes
valides sur quelques trafics non-concrets (cf. Définition 2, page 9). Elle reprend ensuite les
couples (7,D) de ces trafics et illustre les calculs d’efficacité dans les référentiels
d’ordonnancement résultants.

Annexe A. 1. Mesures

Soit les trafics non-concrets T suivants (ou T; =(C;, D;, T))),

« T(1)=((3,20, 12) ; (4,20, 12) : (1, 20, 12) ; (1, 20, 12) ; (1, 20, 12) ; (2, 20, 12)).

« T(2) =((12, 20, 12)).

. T(3)=((15, 30, 40) ; (15, 30, 40)).

« T(4)=((2,20, 12) ; (2,20, 12) ; (2, 20, 12) ; (15, 30, 40)).

cT(3)=((2,5,7): (3,7, 11); (5, 10, 13)).

« T(6)=((1,5,10); (1, 13, 18) ; (5, 20, 45) ; (9, 40, 30) ; (7, 45, 32) ; (11, 80, 150) ; (4, 180, 50)).

* T(7)=( (2227, 5000, 200000); (1423, 12000, 25000); (420, 14199, 40000);
(496, 19199, 20000); (552, 19199, 160000); (3096, 50000, 50000);
(7880, 59000, 59000); (3220, 87199, 800000); (3220, 98399, 100000);
(1996, 100000, 50000); (520, 100000, 200000); (1990, 193499, 1000000);
(1120, 197598, 200000); (954, 197598, 2000000); (1124, 198545, 200000);
(3345, 200000, 200000)).
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La table suivante donne pour chacun de ces trafics :

* - les pires temps de réponse obtenus par DM (cf. Théoréme 14 p. 50).
(Diagnostic sur le respect des échéances : succes ou échec)

* rgpps les pires temps de réponse obtenus par EDF (cf. Théoreme 13 p. 47).
(Diagnostic sur le respect des échéances : succes ou €chec).

* la norme valide Ngp(T) (du Théoreme 17 p. 54), N,(T) (du méme théoreme) et
N’ (1) (de I’Equation (20), page 56)

Table 11 : Faisabilité des trafics, pires temps de réponse et normes valides

T DM TEDF Nepp(t) . Ny(t), N'y(1)

(1) | 173,177, 1378, 1479, r5=10,r5=12 =12, 1,=12, r3=12, 1,=12,r5=12,1r4=12 1,1,1
(succes) (succes)

2) =12 =12 11,1
(succes) (succes)

3) | ;=30 r;=30 1,0.75, 1
(succes) (succes)

4) | 176, 1,=33 r=15, r,=25 0.875, 0.875, 0.875
(échec) (succes)

5) | 1172, =5, 15=17 =5, 1,=7,13=10 1, 0.943, 0.943
(échec) (succes

©) | =1, 172,357, 14=17, r5=26, =1, 1,=2, r3=7, r;=24, r5=29, 0.939, 0.939, 0.939
=383, 1,=87 r¢=64, 1;=87
(échec) (succes)

(7) | 172227, 1,=3650, r3=4070, r;=4566, 11=2227, 1,=3650, r;=4070, r;=4566, 0.445,0.411,0.411
r5s=5118,1,=8214,1r7=16094,1r5=19314, | rs=5118, 1=8214, r;=16094, rg=19314
19g=23030, r17=26449 11;=26969, 1g=25368, r19=26969, r11=26969,
1r1,=28959, r;3=30079, r;4,=31033, r1,=29001, r;3=33100, r;4=33100
115=32157, r14=35502 r15=34047r6=35502
(succes) (succes)

Soit 2 = (Y, M), le référentiel d’ordonnancement ou I = {EDF, DM...} et Y est
caractérisé par les couples1 (T,D) d’un des trafics précédents. La table suivante donne :

» ¢(EDF), I’efficacité de EDF dans X toujours égale a 1 (cf. Théoréme 17 p. 54).

« ¢(DM) = O(NEDF(DM) , le calcul exact de la Ngpp-efficacité de DM dans X (cf.
[Hermant et al. 1996] pour la procédure de calcul).
O(NU(DM) , le calcul exact de la N, -efficacité de DM dans .
a N,U(DM) , le calcul exact de la N'|; -efficacité de DM dans Z.

* Minorl, une minoration de €(X), I’efficacité de tout algorithme d’ordonnancement a
priorités fixes dans 2 (cf. Théoréme 18 p. 56).
Minor2, une minoration de £(DM), I’efficacité de DM dans % (cf. Théoréme 19 p. 59).

1. Rappelons que les couples (7,D) d’un référentiel d’ordonnancement Z ne limitent pas le nombre de tdches mais
imposent a celles-ci les valeurs des périodes et des échéances relatives (cf. Définition 27, page 22).
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Table 12 : Efficacité de EDF et DM dans 2

2 | «(eEDF) | =(DM™M), O(NU(DM), O(N,U(DM) Minorl, Minor2
(1) 1 11,1 0.625, 0.625
() 1 11,1 0.625, 0.625
3) 1 1,0.75, 1 0.571,0.571
“4) 1 0.817,0.775, 0.775 0.333,0.428
(5) 1 0.917,0.727, 0.727 0.278, 0.3888
(6) 1 0.773. 0.467, 0.467 0.032, 0.308
(7) 1 0.002, 0.09

Annexe A. 2. Discussion

Trafics 1(1), T(2) et référentiel d’ordonnancement correspondant

Le trafic 1(2) est équivalent en périodes et en échéances a T(1) (cf. Definition 36, page 52).
Les résultats de faisabilité et de normes valides sont donc identiques. Les seules différences
portent sur le pire temps de réponse de I’unique tache de 1(2) égal au pire temps de réponse
maximal dans T(1), et sur le cout des calculs plus faible pour T(2). Cette propriété
simplificatrice sera donc toujours utilisée dans la suite. T(2) est homogene, c.a.d. contient un
seul couple (7,D) pouvant étre vu comme un flux audio (si la granularité¢ est de 1ms alors
D=20ms ce qui est largement acceptable pour de la téléconférence [Jeffay et al. 1994]).

Comme attendu, EDF n’est pas plus efficace que DM dans le cas homogene puisque
e(DM)=¢(EDF)=1 (cf. chapitre VI.1.3.2.b, page 57). Comme de plus, D=20 est supérieur a
=12, nous avons Ngpp(T)=Ny(1)=N'{;(1) (cf. Théoréme 2 p. 30, pour Ny, et Ngpp et
Equation (20), page 56, pour Ny, et N'y)). La faisabilité est alors simplement vérifiée par
Zci = C<T (cad Ny(t)<1).

Trafic 1(3) et référentiel d’ordonnancement correspondant

T(3) peut étre vu comme un flux vidéo que nous simplifions grace a la propriété
d’équivalence en périodes et en échéances par T(3)={(30, 30, 40)}. Comme précédemment
1(3) est homogene, EDF n’est donc pas plus efficace que DM. Par contre, D=30 étant plus petit
que 7=40, I’analyse de faisabilité¢ est maintenant simplifiée par %Ci = C< D (cf. chapitre
VI.1.3.2.b, page 57) et O(NU(DM) <g(DM) = 1 puisque O(t OY), Ny(T) £ Ngpe(T) .

En d’autres termes, le fait que N, ne soit pas un critere le plus fin (et donc la meilleure
mesure de I’efficacité¢ de DM) quand les échéances relatives sont inférieures aux périodes, est
clairement visible sur ce simple exemple (€(DM)=1 alors que oy (DM)=0.75). Par contre,
N’ , lanorme valide introduite pour le théoreme d’efficacité (cf. chapitre VI.1.3.2.a, page 56),
conduit ici @ une mesure facile et précise de I’efficacité de DM (¢(DM) ZO(N.U(DM) =1).

Trafic 1(4) et référentiel d’ordonnancement correspondant

T(4) correspond a la combinaison linéaire de (1(2)+1(3))/2, c.a.d. peut étre vu comme un
mélange de flux audio et vidéo. Grace a la propriété d’équivalence en périodes et en échéances,
nous simplifions ce trafic par T(4)={(6, 20, 12);(15, 30, 40)}. 1(2) et 1(3) étant faisables par
EDF, 1(4) doit étre encore faisable par EDF (cf. chapitre VI.1.2., page 52), ce qui est vérifi¢
par le calcul des pires temps de réponse avec EDF.
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Par contre T(4) étant un trafic hétérogene, DM doit étre moins efficace que EDF (cf. chapitre
VI.1.3.2.b, page 57), ce qui est aussi vérifié par e(EDF) = 1>¢(DM) = 0, 817. En particulier
T(4) n’est pas faisable par DM puisque r,=33>30. Notons que si nous diminuons la durée
d’exécution de la deuxiéme tache de facon a obtenir T' (4)={(6, 20, 12);(12, 30, 40)}, le trafic
devient alors faisable par DM. En utilisant Ngpp (le critere d’optimalité), ceci était prévisible
puisque Ngpge(T'(4)) = 0,8 inférieur a €(DM) <0, 817. Par contre en utilisant Ny, (qui n’est pas
un critere d’optimalité), ceci n’était pas prévisible puisque oy (DM) = 0,775. La méme
remarque tient pour N';; puisque le deuxieme couple (7, D) présente une échéance relative
supérieure a la période (c.a.d. N'; = Ny, cf. chapitre VI.1.3.2.a, page 56).

Trafic 1(5), 1(6) et référentiels d’ordonnancement correspondants

1(5) et T1(6) modélisent de petites applications temps réel embarquées. Dans les deux cas la
charge est proche de 1 et ces trafics sont faisables par EDF car Ngpp(T) < 1. Par contre Ngpe(T)
(respectivement N,(T) ) étant supérieur a £(DM) (respectivement a o NU(D M)), il est impossible
de conclure a la faisabilité par DM par ces mesures. Le calcul des pires temps de réponse nous
apprend d’ailleurs que ces deux trafics ne sont pas faisables par DM.

Une remarque plus générale (prévue lors du chapitre VI.1.3.2.b, page 57 et vérifiée par la
minoration sur €(P)) est que les couples (7,D) de 1(6) étant plus hétérogéne que ceux de T1(5) (cf.
la dispersion en échéance et en période), I’efficacité de DM doit étre plus faible pour 1(6). Ceci est
vérifié par le calcul exact de £(DM) et a N'U(D M) . Comme attendu, les minorations proposées sur
I’efficacité des algorithmes a priorités fixes sont pessimistes. Notons toutefois que Minorl porte
sur tout algorithme a priorités fixes, sa valeur est donc inférieure a Minor2 qui minore uniquement
I’efficacité de DM. Rappelons que nous considérons avant tout les théorémes d’efficacité comme
des procédures rapides pour évaluer le comportement asymptotique des algorithmes
d’ordonnancement et que des raffinements sont toujours possibles sur ces minorants.

Trafic 1(7) et référentiel d’ordonnancement correspondant

T(7) enfin est un exemple repris de [Clark and Tindell 1994] et [Spuri 1996b] qui décrivent un
hypothétique systéme de contrdle aérien. Pour un tel trafic, la procédure proposée dans [Hermant
et al. 1996] est trop coliteuse pour calculer exactement 1’ efficacité de DM (des améliorations seront
proposées dans [Hermant 1998], [Leboucher 1998]). Par contre la (forte) minoration sur £(P)
obtenue par les théorémes d’efficacité (cf. chapitre VI.1.3.2.a, page 56) semble montrer que dans
ce cas DM est largement moins efficace que par EDF en terme d’efficacité.



Annexe B. Variantes sur le cahier des charges

Les hypothéeses simples énoncées dans notre cahier des charges (cf. chapitre I1.2.1., page
8) nous ont conduit a rappeler et développer quelques résultats génériques en ordonnancement
temps réel centralisé¢ préemptif puis non-préemptif non-oisif. De nombreuses variantes du
probléme posé sont possibles. Nous avons déja vu lors du chapitre I11.3.2., page 22, qu’il était
possible de jouer sur la définition de la faisabilité. La conclusion étant que le choix de la
“bonne” définition ne dépendait pas tant du “fournisseur” de solutions algorithmiques que du
probléme posé par le client.

De la méme facon, il est possible de jouer sur le référentiel d’ordonnancement 2., aussi
bien sur Y que sur I1. A titre d’exemple nous allons examiner ici :

* la gigue d’activation qui modifie les trafics dans Y (cf. annexe B. 1, p. 121).
* les facteurs de blocage qui modifie I’algorithmique dans I (cf. annexe B. 2, p. 123).

L’idée n’est pas de faire le tour de ces questions mais simplement de montrer que la prise
en compte de contraintes applicatives différente peut s’appuyer sur les résultats génériques
précédents. Les implications en termes de faisabilité, d’optimalité, d’efficacité et de cotlits sont
brievement discutées afin de proposer quelques prolongements a ce travail.

Annexe B. 1. Gigue d’activation

Annexe B.1.1. Le probléme

Les résultats précédents considerent des trafics non-concrets T (cf. Hypothése 1, page 9)
qui n’imposent pas d’hypotheses irréalistes, telles que la connaissance des instants d’activation
ou de périodicité stricte. Tout au plus, le client s’engage sur une densité maximale d’activations
par tache. Ils n’imposent pas non plus de relations particulieres entre les parametres des taches.
Les résultats obtenus en présence de telles relations (par exemple [i 0 [1,n], D; = T;) sont
donc vus comme des cas particuliers.

Pour des raisons de tick scheduling (les décisions d’ordonnancement sont généralement
faites sur des tops d’horloge dans un systéme d’exploitation) ou de contexte réparti, il peut étre
nécessaire d’enrichir ce modele de trafic en introduisant une gigue d’activation. Ainsi,
I’approche holistique introduite par [Tindell 1995] en présence de priorités fixes, puis étendue
par [Spuri 1996b] pour EDF, énonce la faisabilité d’un systéme réparti, de type chaine de
traitements. Les pires temps de réponse engendrés par chaque maillon de la chaine sont utilisés
sous forme de gigue d’activation lors du maillon suivant.

Pour modéliser cette gigue (J; pour la tiche T;), nous considérerons ici que si la 1°r¢
activation de T, arrive en 0 alors la (k+1)'®"" activation de T; arrive au minimum a I’instant
t.,q1 = KT;=J;. [T;—J;] représente alors I’intervalle minimal entre deux activations de la
méme tache (au lieu de I’intervalle [T;] en absence de gigue). Notons que cette inter-arrivée
minimale ne peut étre cumulée (cf. Figure 26).

Figure 26 : Maximisation de la densité de la tiche T; en présence de gigue

S — ) - L; > L > L -
<

- \ A b

0 T+J; 2T+J; 3T+J; 4TJ;
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Annexe B.1.2. Discussion

La densité d’activation et d’échéance absolue de la tache T; est donc maximisée en appliquant
cette gigue entre la premiere et la deuxiéme activation de T; et en réactivant la tache
périodiquement ensuite. Avec ce décalage le plus a gauche possible, il y a alors a I’instant ¢
[ (t+J3;)/T,] activations, et max(0, 1 + | (t+J; —D;)/T; |) échéances absolues, de la tache T; (a
comparera [t/ T; | et max(0, 1+ | (t—D;)/T, |) enl’absence de gigue). Il suit que L, la longueur
maximale de la période occupée du processeur, est obtenue par I’équation récursive
L = Zi ((L + Ji)/TﬂCj au lieude L = Zi [L/T;]C; sans gigue (cf. Equation (1), page 17).

L’impact sur les résultats précédents est limité. Les référentiels d’ordonnancement sont
simplement modifiés par la prise en compte de trafics non-concrets T avec gigues dans Y. Les
scénarii d’activation pires cas et les conditions de faisabilité se déduisent trivialement des résultats
précédents en tenant cependant compte du décalage le plus a gauche possible des activations et des
échéances absolues. Les preuves d’optimalité sont les mémes, les résultats d’efficacité aussi en
s’appuyant cependant sur les triplets (7,D,J) et non pas simplement sur les couples (7,D) (cf.
Définition 27, page 22). Ainsi, en préemptif, nous avons la norme suivante (a comparer avec celle
du Theoreme 17, page 54) :

_ ik 0 t+J-D 4
Nepr(T) = SUP & EfZ(T,D,J)DTxD max%D, 1+ LTJE‘CT D’JE.

Enfin le colit des tests n’est pas modifié puisque I’on a toujours a considérer des prédicats en
O(n) et les mémes majorations en nombre d’itération ou de points de discontinuité.

Pour 1’énoncé des tests, dans le cas préemptif a priorités fixes, [Burns et al. 1994] déduisent
des résultats de la partie B un test nécéssaire et suffisant pour trafics généraux avec gigue. [Spuri
1996] adapte ce résultat pour EDF.

A titre d’exemple, dans le cas non-préemptif, pour la faisabilité par NP-EDF nous obtenons
de méme trivialement.

Lemme 23 - Soit un trafic non-concret 1 avec gigue ordonnancé par NP-EDF. Si une échéance absolue
est ratée pour un certain scénario d’activation, alors une deadline-t busy period, résultant du scénario
d’activation suivant, conduit a rater une échéance en t. Toutes les tdches sont activées périodiquement et
appliquent leurs gigues entre la premiére et la deuxiéme activation. La tdche T., vérifiant
B(t) = maxp, > d Ci— —1} | est activée a 'instant =1 et toutes les autres tdches sont synchrones en ()
(par convention, foutes les taches sont synchrones en 0 si B(t) = 0)

Preuve. cf. Lemme 17, page 73, en tenant compte de la gigue. )

Théor éne 27 - Soit un référentiel d’ordonnancement Z=(Y, 1) oit Y contient des trafics généraux avec
gigue et T contient NP-EDF. (T YY), T est NP-EDF-faisable si et seulement si :

Ot<L, Z (l+L(t+Ji—Di)/TiJ)Ci+maXDj_Jj>t{Cj—l} <t,
D;-J st
avec la convention que MaXp J>t{C 3 = Osz;( D, -J; >t

etL = Zi 1 |_(L +J)/T, —‘Cj (la premiére racine de cette équation)
Preuve. Immédiat du Lemme 23 et du Théoréme 23 p. 77. )



Annexe B. 2. Facteurs de blocage

Annexe B.2.1. Le probléme

Les modeles examinés lors des parties B & C considerent des taches non-concrétes qui ne
partagent pas de ressources, exepté le serveur (cf. Hypothése 1, page 9). Dans le cas préemptif
et sans ressources partagées (cf. Partie B), nous avons vu que 1’ordonnancement suit
exactement 1’assignation de priorités choisi (RM, EDF...). En présence de ressources partagées
(par exemple un fichier), des méchanismes spécifiques peuvent étre intégrés dans les
algorithmes d’ordonnancement afin d’assurer la cohérence de ces resources. Ainsi une
activation de tache en file d’attente pourra se voir refuser 1’acceés a la préemption par le
dispatcheur (cf. Définition 8, page 13), si une activation de tache de plus basse priorité, mais
en cours d’exécution, est entrée en section critique sur une ressource.

La durée maximale de ces blocages (des inversions de priorités comme en non-préemptif)
peut étre bornée si les ressources partagées sont accédées par un protocole de verrouillage
comme le priority ceiling (cf. [Lehoczky et al. 1990b] avec les priorités fixes et [Chen and
Lin1990] avec EDF) ou le stack resource policy (cf. [Baker 1991] avec des priorités fixes ou
dynamiques). Sans détailler ces algorithmes nous discutons brieévement ici de leurs
implications en termes de facteur de blocage sur les résultats précédents.

L’avantage de ces protocoles est d’interdire tout deadlock et de n’autoriser qu’un blocage
par activation de tache. Il est ainsi possible de calculer la durée maximale ou une activation de
tache peut étre retardée, soit directement par une activation de tdche de priorité inférieure
entrée en section critique, soit indirectement par une méme activation ayant retardée
préalablement une ou des activations de tadches de priorités supérieures. A titre d’exemple,
[Baker 1991] formalise ceci en introduisant Tt le preemption level de T; (une activation de T,
n’est autorisée a préempter une activation T; que si T > g ). Connaissant ¢s;(s), la durée du
blocage introduit par une activation de tache T lorsqu’elle verrouille un sémaphore s, Baker
en déduit alors B;, le blocage maximum de T; par tout s, comme suit (cf. Figure 27) :

B = males{csj(s)‘(l's_l211i Om<m)} ou [s] = max{nk|tk may lock g . (43)

En d’autres termes, B, est égal a la durée de blocage maximale sur s provoquée par une
tache T de preemption level inférieur a T, et tel que 'une des tiches de preemption level
supérieur ou égal a T; puisse étre bloquée par un sémaphore s (B; s’annule sinon).

Figure 27 : Facteur de blocage

arrivée d’une activation de T;

csi(s) T
h )

I:I Période occupée contenant des activations de tdches plus prioritaires que T, et dont la premieére
activation est bloquée sur un sémaphore s par une une activation de 1; moins prioritaire que T,

Annexe B.2.2. Discussion

Dans le cas non-préemptif avec partage de ressources, des inversions de priorités peuvent
se produire (cf. Partie C) mais il ne peut y avoir par définition d’activations de taches
concurrentes sur une méme ressource. Les résultats s’appliquent donc sans modifications. Dans
le cas préemptif, par contre, les conditions de faisabilité¢ doivent prendre en compte le terme
additionel B;. Il est alors intéressant de faire le rapprochement avec 1’adaptation des résultats
préemptifs de la Partie B vers ceux non-préemptifs non-oisifs de la Partie C.
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Tout d’abord, contrairement a la gigue, la prise en compte de facteurs de blocage ne modifie
pas la taille des périodes occupées du processeur dont les calculs ne font appel qu’au scénario
d’activation. Ainsi L, la durée maximale de la période occupée du processeur servant a borner
I’intervalle d’étude, est toujours obtenue par le scénario synchrone (cf. Lemme 2, page 17). Par
contre, I’ordonnancement des périodes occupées de priorités (level-i busy period ou deadline-d
busy period, cf. chapitre I11.2.2., page 19) est perturbé par le terme B; de I’Equation (43), page 123.
Les conditions de faisabilité doivent donc en tenir compte. Notons que I’analogie avec le passage
du préemptif au non-préemptif s’arréte la. D’une part, la taille des facteurs de blocage est calculée
différemment. D’autre part, les périodes occupées de priorités maximales ne se terminent pas avant
le début d’exécution de 1’activation courante, comme c’est le cas en non-préemptif, mais sur la fin
d’exécution de celle-ci, comme c’est le cas en préemptif.

En présence de priorités fixes, nous avons Tj; > T équivalent a j O1Ip(i) (oulp(i) dénote les
taches ayant une priorité inférieures a T;, par exemple i <j si les taches ayant les indices les plus
faibles sont les plus prioritaires). Pour le calcul des pires temps de réponse en présence de priorités
fixes et de ressources partagées, [Burns et al. 1994] montrent alors qu’il suffit simplement d’adapter
le Théoréme 14 p. 50 (qui identifie les plus longues level-i busy periods en préemptif, cf. partie B),

eny ajoutant le terme B; dans le calcul de w; ,, comme suit:

Wi 4 = (@+1)Ci+ Zj th(i)(wi,q/TﬂCj +B;.

Avec EDF, il est intéressant de remarquer que I’attribution des preemption level se fait hors-
ligne bien que les priorités (des échéances absolues) soient dynamiques. En effet
[>T, < D, <D; signifie qu’une tdche ne peut jamais en préempter une autre si son échéance
relative est supérieure. I.’adaptation des résultats préemptifs conduit alors a déduire de chaque
échéance absolue le terme B; adéquat. [Spuri 1996] montre que si les indices des taches sont
attribués par échéances relatives croissantes, alors une condition de faisabilité suffisante en

présence de trafics généraux et de ressources partagées se déduit ainsi du Theoreme 12, page 46 :
Ot<L, ZD_St(l+ L(t—Di)/TiJ)Ci + By St ol k(t) = max{k|(D,<t)} .

Remarquons que contrairement aux priorités fixes, le blocage doit s’annuler lorsque
t>max{D;} puisque, par définition, la demande processeur inclut alors tout blocage provoqué
par une activation de tdche de priorité¢ inférieure. Ceci est une propriété que nous avons déja
rencontrée en non-préemptif avec NP-EDF et que nous avons formalisée grace au concept de
deadline-d busy period. De la méme fagon [Spuri 1996] adapte le calcul des pires temps de réponse
avec EDF en présence de ressource partagées.

Comme nous pouvons le constater, le colt des tests de la partie B n’est que tres légérement
modifié puisque le calcul des B, est effectué une fois pour toute, puis introduit sous la forme d’un
terme additionnel dans les prédicats a tester. Par contre, contrairement a la gigue, I’impact est
important sur I’optimalité et I’efficacité puisque I’algorithmique est modifiée. Ce probléme est une
question ouverte que nous nous contentons de formaliser, sous deux niveaux de difficulté, grace au
concept de référentiel d’ordonnancement :

* Soit un référentiel d’ordonnancement Z=(Y,I1) ou Y contient des trafics généraux et T contient
tout algorithme d’ordonnancement préemptif P et un algorithme de partage de ressources R.

* Soit un référentiel d’ordonnancement Z=(Y,I1) ou Y contient des trafics généraux et T contient
tout algorithme d’ordonnancement préemptif P et tout algorithme de partage de ressources R.



Dans ces deux cas, il faut trouver le couple P/R optimal et mesurer I’efficacité des autres.
Le premier référentiel cependant ne nous €loigne pas trop des résultats précédents puisque R
impose une méme contrainte pour tout P, ¢’est donc 1’algorithme d’ordonnancement P qui fait
la différence. Par contre le deuxiéme référentiel pose le probléme, non résolu en notre
connaissance, de I’optimalité parmi les algorithmes de partage de ressources.
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Ordonnancement temps réel centralisé, les cas préemptifs et non-préemptifs

Résumé : La théorie de I’ordonnancement temps réel offre peu de critéres de choix parmi les algorithmes pouvant
résoudre un méme probléme. De nombreux résultats existent bien siir, mais qui cherchent plus a prendre en compte
des contraintes spécifiques qu’a se doter de critéres de comparaison. A I’inverse, nous nous en tenons ici au “cas
d’école” centralisé, préemptif/non-préemptif, avec des trafics a densités d’activation maximales de taches. Sur ce
modele générique, nous proposons une synthese des calculs de pires temps de réponse de taches, de faisabilité des
trafics et d’optimalité des algorithmes, ainsi que quelques éléments de comparaison (dominance, efficacité) des
algorithmes.

La synthése proposée nous conduit a utiliser certaines symétries sur les cas préemptifs/non-préemptifs, priorités
fixes/dynamiques pour identifier des résultats manquants et/ou améliorations possibles. Avec 1’algorithme a priorités
dynamiques EDF, nous introduisons ainsi les deadline busy periods pour préciser les intervalles d’étude ou les calculs
de pires temps de réponse. Nous précisons de méme certaines restrictions sur ’optimalité des algorithmes non-
préemptifs et/ou a priorités fixes.

L’optimalité s’avérant une propriété délicate, nous utilisons un critére d’efficacité pour comparer 1’intérét des
algorithmes. EDF est le plus efficace, car optimal dans tous les cas. Des minorations existent sur 1’efficacité de tout
algorithme a priorités fixes que nous spécialisons pour DM, un algorithme & priorités fixes dominant. Les résultats
obtenus confirment et précisent les conditions dans lesquelles il devient pertinent d’utiliser DM a la place de EDF :
lorsque les trafics sont homogénes, lorsque les périodes des taches sont petites face a leurs échéances ou, dans une
moindre mesure, lorsque ces mémes périodes deviennent grandes face aux échéances. Des applications numériques
illustrent ces résultats.

Dans le cas non-préemptif non-oisif, les calculs de faisabilité et de pires temps de réponse s’adaptent du cas
préemptif en tenant compte des inversions de priorités. Les résultats d’optimalité s’avérent par contre limités et
I’intérét d’ EDF en terme d’efficacité a relativiser. Les colits des conditions de faisabilité sont enfin comparables a ceux
connus en préemptif.

Mots clés: ordonnancement, temps réel, EDF, DM, faisabilité, optimalité, efficacité, préemptif, non-préemptif.

Centralized real-time scheduling, preemptive and non-preemptive cases

Abstract : Scheduling theory, regarding hard-real-time, has been widely studied in the last twenty-five years. Within
the plethora of results, few of them are oriented towards a performance comparison of the algorithms. Rather than
taking account new specific constraints, we focus on a generic task model for the centralized, preemptive/non-
preemptive, fixed/dynamic priority cases.

In this context, we first propose to synthesis the traditional real-time approach for feasibility and optimality analysis.
This alows us to pinpoint some possible generalizations (e.g. the worst-case response time with Earliest Deadline
First in the non-preemptive case) and some restrictions on the optimality property (e.g. for the non-preemptive and/or
fixed priority algorithms).

In order to overcome these restrictions on optimality, we make use of an efficiency criteriathat measures the proximity
to optimality with algebraical structures. Earliest Deadline First being the most efficient algorithm (optimal in any
case), we extend preliminary results to precise when it becomes relevant to use Deadline Monotonic (one of the best
fixed priority agorithm) instead of Earliest Deadline First. Some numerical applications are given to illustrate these
results.

We also pinpoint that the theoretical advantage of Earliest Deadline First in the preemptive case (e.g. in presence of
heterogeneous traffics) is not so significant in the non-preemptive case.

Key-words : scheduling, real-time, EDF, DM, feasibility, optimality, efficiency, preemptive, non-preemptive.



